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INTRODUCTION
1. Harish-Chandra a de montre dans [Ha1] que le caracte re de chaque
repre sentation unitaire irre ductible d’un groupe re ductif sur un corps
p-adique est repre sente par une fonction localement inte grable sur ce
groupe, localement constante sur l’ouvert de ses e le ments re guliers.
Conside rons le groupe me taplectique Mp(V ), reve^tement a deux feuillets
du groupe symplectique Sp(V ). L’application naturelle entre ces deux
groupes est note e :. Suivant LionPerrin nous re alisons Mp(V ) comme
l’ensemble des couples (s, ) ou s # Sp(V ) et  est une fonction sur l’ensem-
ble des lagrangiens de V. Ainsi si s # Mp(V ), on peut e crire s=(:(s), ). La
repre sentation S de ShaleWeil (dite aussi la repre sentation me taplectique)
de Mp(V ) est la somme de deux sous-repre sentations irre ductibles. Son
caracte re 3 est donc donne par une fonction localement inte grable sur
Mp(V), localement constante sur les e le ments semi-simples re guliers de
Mp(V). Nous donnons une formule explicite pour cette fonction en mon-
trant surtout qu’elle est localement constante sur un ouvert plus grand.
Pour chaque e le ment x=su (s est la partie semi-simple de x et u sa partie
unipotente) de Mp(V ), nous de finissons une racine huitie me de l’unite
8(x)=8(s) dans C: L’espace vectoriel (1&s) V se de compose en somme
directe orthogonale par rapport a B (la forme symplectique de V ) W1 
W2 avec W1 posse dant un lagrangien l1 stable sous l’action de s et W2
posse dant un lagrangien l2 tel que (s } l2) & l2=0. Soit Qs, l2 la forme
quadratique sur (1&s&1)&1 l2 suivante
Qs, l2(v)=B((s
&1&1) v, v), pour tout v # (1&s&1)&1 l2
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et #(Qs, l2) le nombre complexe de module 1 associe a cette forme (voir
Section 9). Alors on pose
8(x)=8(s)=(l0+l1+l2) #(Qs, l2), (1)
l0 e tant un lagrangien de V(s) et s=(:(s), ). A priori ce nombre de pend
de la de composition ci-dessus et du choix des lagrangiens. Conside rons
Mp(V )"=[x # Mp(V ) tel que det(1&x)V {0].
C’est un ouvert Mp(V )-semi-simple contenant les e le ments semi-simples
re guliers de Mp(V ).
The ore me. La fonction 3 est localement constante sur Mp(V )",
localement inte grable sur Mp(V ). De plus, on a l ’e galite suivante
3(x)=8(x) |det(1&x)V |&12 pour tout x # Mp(V )".
A partir de la on calcule le caracte re de chacune des composantes
irre ductibles de la repre sentation de ShaleWeil. Cette formule ge ne ralise
un re sultat non publie de M. Duflo obtenu pour la repre sentation de Weil
des groupes symplectiques sur un corps fini. Il nous faut e galement
signaler, a ce sujet, le travail de R. Howe [Ho3]. Par ailleurs, J. Adams
[A] et P. Torasso [To] ont, par des proce de s diffe rents, obtenu dans le
cas re el cette formule sur l’ouvert des e le ments re guliers.
Notre de monstration se fait par e tapes. En premier lieu, nous calculons
le caracte re de l’unique (a isomorphisme pre s) repre sentation unitaire
irre ductible ? du groupe de Heisenberg H a caracte re central non trivial
fixe , tordue par un ope rateur de LionPerrin, ge ne ralisant ainsi la formule
du caracte re de Kirillov: Pour chaque e le ment semi-simple s de Mp(V), on
conside re l’ope ration de H sur lui-me^me de finie par
x V y=xys(x&1), pour tout x, y # H
et l’on de finit une fonction ge ne ralise e Q, V-invariante, par
Q(. dx)=tr(?(. dx) S(s)) pout tout . # C c (H),
dx e tant une mesure de Haar sur H. En e tudiant cette fonction, ou pluto^t
sa restriction a H(s), nous montrerons que 8 est une fonction bien de finie.
On note d+0 & h*(s) la mesure de Liouville porte e par la H(s)-orbite
0 & h*(s). Si T est une distribution sur un espace vectoriel, T de signe sa
transforme e de Fourier (voir le nume ro 13). On de signe par 0 l’orbite
coadjointe dans h* associe e a ? par la me thode des orbites de Kirillov.
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The ore me. Dans h(s), on a l ’e galite entre les fonctions ge ne ralise es.
QH(s) b exp=8(s) |det(1&s&1) (1&s) V |&12 [d+0 & h*(s)]  . (2)
C’est l’analogue d’un re sultat de M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne
dans le cas re el (voir [DHV], the ore me 31).
De plus, nous e tudions la repre sentation S? du groupe G produit semi-
direct de Mp(V ) par H. Comme c’est une repre sentation admissible, elle
de finit une fonction ge ne ralise e tr(S?), G-invariante, sur G. Soit s un
e le ment semi-simple dans Mp(V )" (telle est notre condition de sormais). Sur
un voisinage W semi-simple de s dans G, suffisamment petit, tr(S?)
posse de une restriction a sG(s) & W, et l’on de finit une fonction ge ne ralise e
%s invariante par G(s) (le centralisateur de s dans G) sur G(s) & s&1W par:
%s( y)=tr(S?)(sy), pour tout y # G(s) & s&1W.
Soit l l’e le ment de 0 & h*(s). On de finit de fac on naturelle une forme
line aire sur g (l’alge bre de Lie de G) en le prolongeant par 0 sur l’alge bre
de Lie de Sp(V ). Par restriction a g(s) nous obtenons une forme line aire,
note e aussi l. On note d+l la mesure de Dirac au point obtenu.
The ore me. On a l ’e galite de fonctions ge ne ralise es dans un voisinage
G(s)-semi-simple de 0 dans g(s)
%s b exp=8(s) |det(1&s&1)V |&12 [d+l]  . (3)
On utilise ce re sultat pour calculer le caracte re de la repre sentation de
ShaleWeil de Mp(V ).
Dans la deuxie me partie de ce travail, nous utilisons ces re sultats pour
donner une description globale des caracte res de certaines repre sentations
unitaires irre ductibles des groupes presque alge briques G sur un corps
p-adique. Pour ce faire, nous e tablissons une formule du caracte re au
voisinage des e le ments semi-simples.
Dans son article [Du2], M. Duflo a donne une description du dual
unitaire des groupes presque alge briques G. Cette description, qui s’appuie
sur la me thode des orbites de Kirillov et sur la the orie des petits groupes
de Mackey, est donne e en termes des orbites de certaines formes line aires
sur l’alge bre de Lie g, qui sont dites de type unipotent, et du dual unitaire
des facteurs re ductifs d’une extension me taplectique du stabilisateur de ces
formes line aires. Autrement dit, il a parame tre l’ensemble des classes de
repre sentations unitaires irre ductibles de G par certaines classes de con-
jugaison sous l’action de G de couples (g, {), ou g est une forme line aire sur
g de type unipotent, et { une repre sentation unitaire irre ductible de G(g)g.
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Nous appelons cette me thode de construction des repre sentations unitaires
irre ductibles, la me thode des orbites de KirillovDuflo.
Soit g # g* une forme de type unipotent et { # YG(g) (voir les nume ros
33.1 et 33.2). Notons ?g, { la classe de repre sentations unitaires irre ductibles
de G associe e a (g, {) par la me thode des orbites de KirillovDuflo. Soit
s # G un e le ment semi-simple et G(s) son centralisateur dans G. Soit 3 une
fonction ge ne ralise e G-invariante sur un voisinage W semi-simple de s dans
G (voir nume ro 18) suffisamment petit; un tel voisinage est G-invariant.
Alors 3 posse de une restriction a (sG(s)) & W, et l’on de finit une fonction
ge ne ralise e %, G(s)-invariante sur G(s) & s&1W, en posant
%( y)=3(sy), \y # G(s) & s&1W.
Si ?g, { est admissible, on note 3g, { le caracte re de ?g, { et %g, {, s la fonction
ge ne ralise e qui lui est associe e comme ci-dessus. Les orbites de G(s) dans
0g & g*(s), l’ensemble des points fixes de s dans l’orbite de g sous l’action
de G, sont en nombre fini. Lorsque { est de dimension finie, nous avons
de fini une fonction ,g, {, s sur 0g & g*(s), constante sur chaque G(s)-orbite
(Section 36): Soit x # G tel que x } g # 0g & g*(s). On note \x l’application
naturelle de G(x } g)g dans Mp(gg(x } g)). La valeur de la fonction ,g, {, s au
point x } g est donne e par
,g, {, s(x } g)=tr(x{(s~ )) 8(\x(s~ )),
ou s~ est un rele vement de s dans G(x } g)g. La fonction ,g, {, s est l’analogue
de la fonction introduite par M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne dans le
cas re ductif re el (voir [DHV]). Soit d+0g & g*(s) la mesure sur 0g & g*(s)
telle que sa restriction a chaque G(s)-orbite soit la mesure de Liouville.
The ore me. On suppose que l ’orbite 0g de g sous l ’action de G est fer-
me e et que { est de dimension finie. La repre sentation ?g, { est admissible et
l ’on a l ’e galite de fonctions ge ne ralise es dans un voisinage G(s)-semi-simple
de 0 dans g(s)
%g, {, s b exp=[,g, {, s( } ) |det(1&s&1)(1&s)(gg( } )) |&12 d+0g & g*(s)]  . (4)
Lorsque G est re soluble, ou plus ge ne ralement a radical co-compact, la
donne e d’admissibilite { est toujours de dimension finie (voir le
nume ro 33.1). Notre the ore me s’applique donc dans ce cas et donne une
description globale du caracte re des repre sentations associe es aux orbites
de type unipotent ferme es.
Lorsque s=1, la formule 4 est la formule du caracte re de Kirillov. Il est
a noter que R. Howe [Ho2] avait de montre par une me thode comple te-
ment diffe rente la validite de cette formule au voisinage de l’e le ment neutre,
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a une constante multiplicative pre s, pour les groupes de Lie re solubles
p-adiques.
Cette formule a e te prouve e, dans le cas re el, par Kirillov [Ki2]
lui-me^me dans le cadre des groupes nilpotents simplement connexes en
e tablissant une bijection naturelle entre l’espace des orbites de la repre sen-
tation coadjointe du groupe G et son dual G . Elle a e te aussi prouve e dans
le cas connexe compact par Kirillov [Ki2] et Pukanszky [Pu3], dans le
cas re soluble du type I par Duflo [Du1] et Pukanszky [Pu2], dans le cas
re soluble par Khalgui [Kh3]. Pour ce qui concerne le cas re ductif re el,
Rossman [Ro] avait de montre la formule du caracte re pour les repre senta-
tions tempe re es associe es aux orbites semi-simples re gulie res; M. Duflo,
G. Heckman et M. Vergne [DHV], pour ce qui concerne les repre senta-
tions de la se rie discre te et A. Bouaziz [Bou], dans le cas ge ne ral, ont
donne une description du caracte re au voisinage des e le ments elliptiques, a
l’aide d’une formule ge ne ralisant celle de Kirillov.
Il convient de rappeler ici que Harish-Chandra [Ha1] a e tabli une
formule asymptotique qui exprime les caracte res d’un groupe re ductif
p-adique au voisinage des e le ments semi-simples en terme de transforme es
de Fourier d’orbites nilpotentes. De plus F. Murnaghan a de montre de
manie re plus pre cise la formule du caracte re au voisinage de l’e le ment
neutre, pour certaines repre sentations supercuspidales des groupes classi-
ques, en reliant le caracte re de ses repre sentations avec la transforme e de
Fourier de l’orbite d’un e le ment re gulier elliptique de l’alge bre de Lie (voir
[Mu1], [Mu2], [Mu3], et [Mu4]).
Disons deux mots sur la de monstration de ce the ore me. Notre
de monstration se fait par re currence sur la dimension de G. On se rame ne
a faire des calculs explicites dans le cas ou le radical unipotent uG de G est
un groupe de Heisenberg.
On commence par de montrer la formule 4 au voisinage de l’e le ment
neutre. Pour la de montrer, dans cette situation, nous sommes amene s a
e tablir la Proposition 39.2.4, qui est la version p-adique d’un re sultat bien
connu de Kirillov (voir [Ki2]). Elle consiste a calculer le caracte re de
l’unique (a isomorphisme pre s) repre sentation unitaire irre ductible ? du
groupe de Heisenberg H a caracte re central non trivial fixe , tordue par
un ope rateur de LionPerrin. Pour cela, nous avons du^ faire appel a la
re alisation de cette repre sentation, comme l’induite d’un caracte re d’un
sous-groupe abe lien compact maximal modulo son centre (voir le
nume ro 39.1).
Pour obtenir la formule 4 au voisinage d’un e le ment semi-simple
quelconque aussi bien que les formules 2 et 3, nous avons utilise la
me thode de descente de Harish-Chandra. Pour ce faire, nous avons du^
e tendre au cas des groupes presque alge briques sur un corps p-adique, les
re sultats concernant les restrictions des fonctions ge ne ralise es invariantes
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dus a Harish-Chandra [Ha2] dans le cas alge brique re ductif et a M. Duflo
et M. Vergne [Du-Ve] dans le cas presque alge brique re el (voir les
Sections 23.1, 23.2, et 23.3). Cela a ne cessite , d’une part, d’introduire la
notion de voisinages semi-simples qui ge ne ralise la notion de voisinages
elliptiques introduite par M. Duflo et M. Vergne dans le cas re el (voir
[Du-Ve]), et d’autre part, de de finir et d’e tudier l’application exponentielle
sur des voisinages semi-simples de 0.
Je tiens a remercier P. Torasso pour m’avoir propose ce sujet ainsi que
pour sa patience et sa tre s grande disponibilite au cours de ce travail. Je
remercie A. Bouaziz, M. Rais et M. H. Sliman pour d’utiles conversations.
Je remercie e galement M. Duflo, R. Howe, C. Moeglin et M. Vergne pour
leurs suggestions.
Notations, ge ne ralite s et conventions
2. Dans tout ce qui suit, k de signe un corps p-adique de caracte ristique
nulle. On de signe par O l’anneau des entiers p-adiques et par | une unifor-
misante de O. On de signe par v la valuation correspondante: si x # k, on a:
v(x)=sup[n # Zx # |nO].
Soit q l’ordre du corps re siduel O|O. On de finit une valeur absolue sur k,
en posant, pour x # k:
|x|=q&v(x)
Dans ces conditions, si dx est une mesure de Haar sur le groupe additif k,
on a:
d(ax)=|a| dx, a # k_.
Soit k la clo^ture alge brique de k. On prolonge la norme p-adique de k a
k de la manie re suivante: si x # k , on conside re un corps L/k contenant
k et x et tel que l’on ait [L : k]<, on pose
|x| [L : k]=|NLk(x)|,
ou NLk de signe l’application norme de L sur k. Enfin, on fixe un caracte re
unitaire  sur k tel que le plus grand sous-O-module de k inclus dans ker 
soit O. Un tel caracte re existe (voir [We2]).
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3. Si X est une varie te k-analytique, on note C(X ) le C-espace
vectoriel des fonctions localement constantes sur X et C c (X ) le sous-
espace de C(X ) constitue par les e le ments qui sont a support compact. Si
A est une partie de X, on de signe par 1A sa fonction caracte ristique. Alors
1A # C(X ) si et seulement si A est a la fois ouvert et ferme dans X, et
1A # C c (X ) si et seulement si A est compact ouvert dans X.
4. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, on note V* son dual
alge brique (i.e. le k-espace vectoriel des formes line aires sur V ). Si U est un
sous-espace vectoriel, et si v # V*, on note v |U la restriction de v a U. Si W
est un sous-espace de U et si x est un endomorphisme de V stabilisant U
et W, on note xUW l’endomorphisme de UW qui s’en de duit. Si x est un
endomorphisme de V, on de signe par spec(x) son spectre, c’est-a -dire
l’ensemble de ses valeurs propres dans k .
5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k. On appelle
re seau de V tout O-module de V qui soit compact ouvert dans V. Tout
re seau de V est de la forme Oe1+Oe2+ } } } +Oen , ou (e1 , e2 , ..., en) est une
base de V. Si L est un re seau de V alors les |nL, n # N, sont aussi des
re seaux de V et constituent une base de voisinages de 0 dans V.
6. Soit dX une mesure de Haar sur le groupe additif V. Si . # C c (V ),
on de finit sa transforme e de Fourier, en posant:
F.(l )=|
V
.(X ) ((l, X) ) dX, \l # V*.
Il est bien connu que la transformation de Fourier F e tablit un
isomorphisme de C c (V) sur C

c (V*) et qu’il existe une unique mesure de
Haar sur V*, dite mesure duale de la mesure dX, caracte rise e par la
proprie te : \. # C c (V ), on a:
.(X )=|
V*
F.(l ) (&(l, X) ) dl, \X # V.
7. La mesure de Haar sur kn qui donne la masse 1 a On est la mesure
autoduale sur kn par rapport a  et l’identification de kn avec son dual, via
l’application
kn_kn  k
(x=(xi) i=1, ..., n , y=( y i) i=1, ..., n) [ :
n
i=1
xi yi .
255FORMULE DU CARACTE RE
Soit (V, B) un k-espace symplectique (i.e. la donne e d’un k-espace vectoriel
de dimension finie V et d’une forme symplectique B sur V) et
(e1 , e2 , ..., e2n) une base symplectique de (V, B). La mesure de Haar sur V
qui donne la masse 1 a 2ni=1 Oei est appele e mesure autoduale sur (V, B)
par rapport a l’identification de V avec son dual induite par B. Remar-
quons que cette mesure ne de pend pas de la base symplectique
(e1 , e2 , ..., e2n).
8. Soit V et V$ deux k-espaces vectoriels de dimension finie et A un
k-isomorphisme de V dans V$. Soient dX et dY deux mesures de Haar
respectives sur V et V$. On appelle module de A et l’on note |A| le nombre
re el de fini par:
|A| |
V
.(AX ) dX=|
V$
.(Y ) dY, \. # C c (V$).
Pour plus de de tails voir [We2].
9. Dans cette section, nous allons introduire le caracte re # du groupe de
Witt de k. Pour cela, nous avons besoin de rappeler la de finition suivante.
De finition. On appelle module quadratique tout couple (V, Q), ou
V est un espace vectoriel de dimension finie sur k et Q est une forme
quadratique non de ge ne re e sur V.
Soit (V, Q) un module quadratique, A. Weil a introduit le nombre com-
plexe de module 1 (voir [We1], p. 162), note #(Q); c’est l’unique nombre
complexe qui ve rifie l’e quation suivante:
|
V
|
V
.(X&Y ) ( 12Q(Y)) dY dX
=|Q|&12 #(Q) |
V
.(X ) dX, \. # C c (V ),
ou |Q| de signe le module de l’isomorphisme
Q : V  V*
X [ Q (X ):
Y [ 12 (Q(X+Y )&Q(X )&Q(Y)),
V* e tant muni de la mesure duale de la mesure sur V.
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On de montre facilement les proprie te s suivantes:
(i) #(Q)=#(&Q)=#(Q)&1;
(ii) #(Q) ne de pend que de la classe dans le groupe de Witt de k
du module quadratique (V, Q);
(iii) #(Q)=#(Q1) #(Q2), si Q=Q1 Q2 .
Toutes ces proprie te s peuvent e^tre re sume es par l’affirmation suivante: #
est un caracte re unitaire du groupe de Witt du corps k.
Remarque. Si V est un k-espace vectoriel et Q une forme quadrati-
que de ge ne re e sur V, on continue a noter aussi #(Q), le nombre complexe
de module 1 correspondant a la forme quadratique non de ge ne re e induite
par Q sur Vker Q.
10. Un groupe presque alge brique (dit aussi de classe Ck) est un triplet
(G, F, G), ou G est un groupe alge brique de fini sur k, G est un groupe
localement compact, F est un sous-groupe central fini dans G tel que GF
muni de la topologie quotient soit un sous-groupe d’indice fini de Gk ,
Zariski dense. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigu@ te on note simplement G le
groupe presque alge brique (G, F, G). On note g l’alge bre de Lie sur k du
groupe Gk et g* son dual. On dit e galement que g est l’alge bre de Lie de
G. On note p la projection naturelle de G dans Gk .
On de signe par uG (resp. ug) le radical unipotent de G (resp. g). Soit u
une sous-alge bre de Lie unipotente de g et U le sous-groupe alge brique,
de fini sur k, de G correspondant a u. Comme Uk n’a pas de sous-groupes
d’indice fini non triviaux, G contient un unique sous-groupe ferme , note U,
qui soit isomorphe a Uk par p (voir [Du2], p. 171). Lorsque la sous-
alge bre conside re e est le radical unipotent ug, on de signe le sous-groupe
correspondant de G comme e tant son radical unipotent et on le note uG.
Soit R un facteur re ductif de G de fini sur k (i.e. c’est un sous-groupe
ferme re ductif de fini sur k tel que G soit le produit semi-direct de R et de
son radical unipotent uG). Comme nous sommes en caracte ristique nulle,
G posse de un k-facteur-re ductif R, et tout k-sous-groupe-re ductif de G est
conjugue a un sous-groupe de R par un e le ment de uGk (voir [Bo-Se],
Prop. 5.1). On note r l’alge bre de Lie de Rk et l’on pose R= p&1(Rk). Par
de finition, R est un facteur re ductif de G. Il est clair que R est un groupe
presque alge brique, que G est isomorphe au produit semi-direct G=R <u G
et que deux facteurs re ductifs de G sont conjugue s par un e le ment de uG.
Si uG=1, on dit de me^me que G est re ductif.
Si E est un ensemble, H est un groupe agissant sur E, et si x est un
e le ment de E, le re sultat de l’action d’un e le ment h de H sur x est note h } x.
On note H } x la H-orbite de x dans E et H(x) le stabilisateur de x dans H.
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Sauf mention explicite du contraire le groupe G ope re sur lui-me^me par
automorphismes inte rieurs, sur son alge bre de Lie par l’action adjointe, et
sur g* par l’action coadjointe. Si X # g, x # G, on note x } X=Adx .X et g(x)
(resp. g*(x)) le stabilisateur de x dans g (resp. g*).
Si g # g*, on note ;g la forme biline aire sur g_g de finie par
;g(X, Y )=(g, [X, Y]) , pour tout X, Y # g,
et g(g) le noyau de cette forme biline aire. Alors l’espace quotient gg(g) est
muni naturellement d’une forme symplectique, note e aussi ;g . On rappelle
qu’une polarisation en g est une sous-alge bre de Lie de g qui soit e galement
un sous-espace isotrope maximal de g pour ;g .
11. Soient G un groupe de Lie presque alge brique sur un corps
p-adique, g son alge bre de Lie et g* son dual alge brique. Nous rappelons
la construction de la mesure de Liouville sur l’orbite d’un e le ment de g*
sous l’action de G. On sait que G ope re dans g par la repre sentation
adjointe et dans g* par la repre sentation coadjointe. Soit g # g* et
0g=G } g l’orbite de g sous l’action de G. E tant donne que 0g est locale-
ment ferme e dans g*, il existe une unique structure de varie te analytique
sur 0g compatible avec la topologie induite par celle de g* et telle que
l’application:
. : GG(x)  0g
(5)
x [ Ad*x } g
soit un diffe omorphisme. Gra^ce a ce diffe omorphisme, l’espace tangent a 0g
au point g s’identifie a gg(g). Munissons gg(g) de la forme symplectique
naturelle ;g . Comme ;g est G(g)-invariante, GG(g) posse de une mesure
invariante dx* , unique a un scalaire multiplicatif pre s. Nous allons donner
un choix, qui soit canonique, de dx* . Soit (e1 , e2 , ..., e2n) une base symplectique
de gg(g), ou 2n=dim 0g . L’application
k2n  gg(g)
(6)
(x1 , x2 , ..., x2n) [ :
2n
i=1
xi e i
e tant un isomorphisme, l’image de la mesure autoduale de k2n relative a 
par cet isomorphisme est une mesure de Haar sur gg(g), on la note dX4 .
Remarquons que cette mesure est inde pendante du choix de la base sym-
plectique (e1 , e2 , ..., e2n). Soit dx* la mesure sur GG(g) telle que dX4 et dx* se
correspondent. L’image de la mesure dx* par . est appele e la mesure de
Liouville sur 0g , on la note d+0g .
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12. Soit M une varie te k-analytique. Une forme volume impaire dv est
une mesure positive sur M telle que, pour tout x # M et tout syste me de
coordonne s t=(t1 , t2 , ..., tn) dans un voisinage assez petit de x, l’on ait
dv=c dt, ou c>0 et dt=dt1 dt2 } } } dtn . Si . # C c (M), la mesure . dv sur
M est appele e une densite lisse a support compact sur M. Si M$ est une
varie te k-analytique et : M  M$ est un diffe omorphisme alors l’image de
la mesure . dv par  est la mesure (. dv)=. b &1(dv). L’ensemble des
densite s lisses a support compact sur M forme un C-espace vectoriel, il est
note Dc(M). Son dual alge brique (Dc(M))$ est appele espace des fonctions
ge ne ralise es sur M. Si G est un groupe agissant sur M, il agit naturellement
sur Dc(M) et par conse quent sur (Dc(M))$: Si x # G et si 3 # (Dc(M))$, on
note x3 l’e le ment de (Dc(M))$ de fini par
( x3, . dv)=(3, x&1(. dv)) , pour tout . dv # Dc(M).
On dit que 3 est G-invariante si x3=3, pour tout x # G.
13. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k. Si . dX # Dc(V ),
on de finit sa transforme e de Fourier, en posant,
(. dX)  (l )=|
V
.(X ) ((l, X) ) dX,
pour tout l # V*.
Alors la transformation de Fourier & [ &^ re alise un isomorphisme de
Dc(V ) sur C c (V*). Par dualite , on en de duit un isomorphisme de l’espace
des distributions sur V*, qui est le dual alge brique de C c (V*), note
(C c (V*))$, sur (Dc(V ))$. Il est de fini comme suit: si T # (C

c (V*))$ et si
. dX # Dc(V ),
(T , . X)=(T, (. dX)  ).
14. Soit G un groupe localement compact de nombrable a l’infini. Les
mesures de Haar que l’on conside re sur G sont invariantes a gauche. On
de signe par 2G la fonction module de G. Elle est caracte rise e par: Soit dy
une mesure de Haar sur G. Pour tout x # G, on a
|
G
f ( yx&1) dy=2G(x) |
G
f ( y) dy, pour tout f # C c (G). (7)
Si H est un sous-groupe ferme de G, on note 2H, G l’homomorphisme de H
dans R*+ de fini par:
2H, G( y)=
2H( y)
2G( y)
, pour tout y # H.
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Si dz est une mesure de Haar sur H, il existe une unique forme line aire,
note e dx* , G-invariante sur l’espace EH, G des fonctions F continues sur G
dont le support est compact modulo H et qui sont telles que
F(xy)=2H, G( y) F(x), pour tout x # G, y # H
ve rifiant
|
G
f (x) dx=|
GH {|H f (xy) 2H, G( y)&1 dy= dx* . (8)
La forme line aire positive G-invariante dx* se note dxdy et s’appelle le
quotient des mesures de Haar a gauche dx et dy. Dans le cas ou 2H, G est
trivial dx* est une mesure invariante sur l’espace homoge ne GH. C’est le cas
si G et H sont des espaces vectoriels.
Supposons maintenant que G est un groupe presque alge brique. On
reprend les notations du nume ro 10. Soit l un re seau de g. Si n est assez
grand alors |nl est un re seau de g stable par le crochet de Lie, sur lequel
l’application exponentielle est de finie et tel que Ln=exp(|nl ) soit un sous-
groupe de Gk , que exp : |nl  Ln soit un diffe omorphisme. Alors pour
chaque mesure de Haar dx sur Gk il existe une unique mesure de Haar dX
sur g tel que, pour tout . # C c (Gk) a support dans Ln , l’on ait
|
Ln
.(x) dx=|
|nl
. b exp(X ) dX. (9)
Pour chaque . # C c (G), on pose
|
G
.(x) d1x=|
GF
:
y # F
.(xy) dx. (10)
Il est clair que la formule 10 de finit une mesure de Haar d1x sur G.
Dans ces conditions, on dit que les mesures de Haar d1x et dX sur G et g
respectivement se correspondent.
Soit H un sous-groupe ferme de G d’alge bre de Lie h et dy (resp. dY) une
mesure de Haar sur H (resp. h) qui se correspondent. Alors la forme
line aire d1 xdy ne de pend de dX et dY que par la mesure quotient dXdY.
On dit aussi que d1xdy et dXdY se correspondent.
15. Les repre sentations unitaires des groupes localement compacts sont
toujours suppose es continues dans un espace de Hilbert se parable.
Si G est un groupe localement compact pourvu d’une mesure de Haar
dx, H un sous-groupe ferme de G pourvu d’une mesure de Haar dy et ? une
repre sentation de H dans un espace de Hilbert H, on note IndGH ? la
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repre sentation induite. Nous re alisons cette repre sentation dans l’espace des
fonctions . sur G a valeurs dans H, mesurables, ve rifiant les relations:
.(xy)=212H, G( y) ?( y
&1) .(x),
pour x # G, y # H, et |
GH
&.(x)&2 dx* <.
Le groupe G agit sur cet espace par translations a gauche.
16. Soit G un groupe presque alge brique et soit ? une repre sentation
unitaire de G, dont l’espace est note H. Si . # C c (G) et si dx est une
mesure de Haar sur G, on de finit l’ope rateur ?(. dx) dans H, en posant,
pour tout v, w # H,
(?(. dx) v, w) =|
G
.(x)(?(x) v, w) dx,
ou ( , ) de signe le produit scalaire dans H.
17. Soit G un groupe presque alge brique et soit ? une repre sentation
unitaire de G, dont l’espace est note H. Pour chaque sous-groupe K de G,
HK de signe le sous-espace des vecteurs K-invariants de H.
La repre sentation ? est dite admissible si HK est de dimension finie,
pour tout sous-groupe compact ouvert K de G. On voit facilement que ?
est admissible si et seulement si les ope rateurs ?(. dx) sont de rang fini,
pour tout . # C c (G), dx e tant une mesure de Haar sur G.
Rappels sur l ’application exponentielle et les voisinages invariants
18. On de signe par (G, F, G) un groupe de classe Ck , g son alge bre de
Lie. On dit par abus de langage que G est re soluble (resp. re ductif) si g est
une alge bre de Lie re soluble (resp. re ductive) ou, ce qui revient au me^me,
si la composante neutre G% de G est un groupe connexe re soluble (resp.
re ductif). Le groupe Gk est dit a radical co-compact si le quotient d’un
k-facteur re ductif R%k de G%k par son centre est compact pour la topologie
quotient. On dit que G est a radical co-compact si Gk l’est. Fixons un
facteur re ductif R de G et soit r sont alge bre de Lie. Les notions d’e le ment
semi-simple, unipotent, de Gk sont bien reconnues (voir [Bo]). Les de fini-
tions correspondantes pour le groupe G sont les suivantes: Soit x un
e le ment unipotent de Gk , il est bien connu que le sous-groupe alge brique
engendre par x, note (x) , est un sous-groupe unipotent de Gk . Alors G
contient un unique sous-groupe ferme , note (x) 1 , tel que la restriction de
p a (x) 1 soit un isomorphisme de (x) 1 sur (x) . Par de finition, les
e le ments de (x) 1 sont dits unipotents. La projection p induit une bijection
de l’ensemble des e le ments unipotents de G sur ceux de Gk . Si x est un
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e le ment unipotent de Gk , on de signe par p&1(x) l’e le ment unipotent
correspondant de G. Un e le ment x de G est dit semi-simple si p(x) est un
e le ment semi-simple de Gk . Chaque e le ment x de G s’e crit de manie re
unique sous la forme x=xs } xu , ou xs est semi-simple, xu est unipotent,
avec xs et xu qui commutent.
De finition. Un ouvert W de G est G-semi-simple (ou simplement
semi-simple s’il n’y a pas de confusion a craindre) s’il est invariant par
l’action adjointe de G, et si, pour tout x # G, on a x # W si et seulement si
xs # W.
De finition. Un ouvert V de g est dit G-semi-simple (ou simplement
semi-simple s’il n’y a pas de risque de confusion) s’il est invariant par
l’action adjointe de G, et si, pour tout X # g, on a X # V si et seulement si
Xs # V, ou Xs est la partie semi-simple de X.
Les ouverts semi-simples forment une topologie sur G (resp. g), dite
topologie semi-simple. Nous allons e tudier cette topologie, ge ne ralisant
ainsi au cas p-adique les re sultats de ([Du-Ve], section 2.2) concernant les
ouverts elliptiques.
19. On re alise G comme un sous-groupe de GLm(k ), de fini sur k, et
donc g comme une sous-alge bre de Lie de glm(k). Pour tout X # glm(k), on
pose
+(X )= sup
* # Spec(X )
|*|.
Soit =>0, on pose:
glm(k)= =[X # glm(k) tel que +(X )=],
g= g & glm(k)= .
Les g= , =>0, sont clairement ouverts et ferme s dans g.
The ore me. Les g= , =>0, sont invariants par translation par ug et
forment une base de voisinages G-semi-simples de 0 dans g.
20. Nous allons de finir des notions analogues pour le groupe Gk . Pour
=>0, on pose
GLm(k)= =[x # GLm(k) tel que +(x&1)=],
Gk, = Gk & GLm(k)= .
On note G =GF et R =RF. Posons G = Gk, = & G , pour tout =>0.
262 KHEMAIS MAKTOUF
Proposition. Les G = , =>0, forment une base de voisinages G -semi-
simples de 1.
21. Dans cette section, nous allons de finir l’application exponentielle
pour le groupe G.
Proposition. Si =>0 est assez petit, l ’application exponentielle est
de finie sur g= , de plus
exp : g=  Gk, =
est un diffe omorphisme dont l ’inverse est log . Si X # g= et x # Gk, = , on a
exp( yXy&1)= y exp(X) y&1, log( yxy&1)= y log(x) y&1,
pour tout y # Gk .
Gra^ce a la proposition suivante l’application exponentielle se remonte a
G. Remarquons qu’on a une action de G dans G: pour g # G et x # G, on
pose
gxg&1= g~ xg~ &1,
ou g~ est un e le ment de G tel que p(g~ )= g.
Proposition. Pour =>0 assez petit, il existe une section analytique,
note e _, de p au-dessus de G = telle que
(i) _ est un homomorphisme de groupes au voisinage de 1;
(ii) pour tout g # G et x # G = , on a _(gxg&1)= g_(x) g&1;
(iii) si X est un e le ment nilpotent de g, t  _(exp(tX )) de k dans G
est un sous-groupe a un parame tre, si bien que si x est unipotent, _(x) l ’est
aussi;
(iv) pour tout x # G = , _(x)s=_(xs) et _(x)u=_(xu).
Remarque: Deux sections _, comme dans cette proposition, co@ ncident
dans un voisinage G -semi-simple de 1.
On de finit donc une application expG : g=  G pour =>0 assez petit, en
posant, pour X # g= ,
expG(X )=_ b exp(X).
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Cette application de pend, certes, du choix de la section _. Toutefois, deux
telles applications exponentielles co@ ncident toujours dans un voisinage
G-semi-simple de 0. On pose
G= expG(g=).
Corollaire. Les ouverts G= , =>0 assez petit pour que G= soit de fini,
constituent une base de voisinages G-semi-simples de 1 dans G.
22. Soit s un e le ment semi-simple dans G. Nous voulons maintenant
exhiber un syste me de voisinages G-semi-simples de s dans G. Notons que
l’action adjointe de s dans l’alge bre de Lie g est semi-simple. Ainsi on a la
de composition G(s)-invariante
g=g(s)q(s),
ou
g(s)=[X # g, Ads } X=X]
qui est l’alge bre de Lie de G(s) et
q(s)=(1&Ads) g.
Si =>0 est assez petit, l’ouvert G(s)= de G(s) est bien de fini, c’est un
voisinage G(s)-semi-simple de 1. On peut donc conside rer l’espace fibre
G_G(s) G(s)= de base GG(s). La classe dans G_G(s) G(s)= d’un e le ment
(x, y) de G_G(s)= se notera [x, y]. On de finit une application analytique
 : G_G(s) G(s)=  G
en posant ([x, y])=xsyx&1. L’image de  est l’ensemble
W(s, =)=[xsyx&1, x # G, y # G(s)=]. (11)
Nous allons donner quelques proprie te s de . En premier lieu, on de finit
une application analytique $ de G_G(s)= dans G, en posant, $(x, y)=
xsyx&1. Alors $ est la compose e de  avec la projection canonique de
G_G(s)= sur G_G(s) G(s)= . L’image de $ est l’ensemble W(s, =). Calculons
la diffe rentielle de $ en un point (x, y). L’espace tangent en (x, y) a
G_G(s)= s’identifie a g_g(s), par translation a gauche par (x, y). De
me^me, l’espace tangent a G au point xsyx&1 s’identifie a g. Avec ces
conventions, si on note D la diffe rentielle de $ au point (x, y), on a
D(X, Y )=Adx } (Y+(Ad(sy)&1&1) X ),
pour tout X # g, Y # g(s). (12)
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E tant donne que, si =>0 est assez petit, det(Ad(sy)&1&1)q(s) {0,
l’application D est surjective et par conse quent $ est une submersion. Il en
re sulte que  est un diffe omorphisme local et que W(s, =) est un ouvert
de G.
Proposition. Pour =(s)>0 assez petit de pendant de s, l ’application 
est un diffe omorphisme de G_G(s) G(s)=(s) sur W(s, =(s)).
Comme conse quence de ce re sultat, on a le corollaire suivant.
Corollaire. Pour =(s)>0 petit de pendant de s, l ’ensemble W(s, =(s))
est un ouvert G-semi-simple de s, de plus, les ouverts W(s, =$), 0<=$<=(s),
forment une base de voisinages G-semi-simples de s dans G.
On de duit de ce qui pre ce de que, si pour chaque s # G semi-simple on
choisit =(s)>0 assez petit alors
G=.
s
W(s, =(s)),
la re union e tant prise sur un syste me de repre sentants des G-orbites semi-
simples de G. Lorsqu’il sera ne cessaire de pre ciser le groupe G, les ouverts
W(s, =) ci-dessus seront note s WG(s, =).
23. Dans ce nume ro nous e tendons au cas des groupes de classe Ck des
re sultats e tablis par Harish-Chandra pour les groupes line aires re ductifs
(voir [Ha2]) et par M. Duflo et M. Vergne pour le cas des groupes
presque alge briques re els (voir [Du-Ve]).
23.1. Fonctions ge ne ralise es et me thode de descente. Soit (G, F, G) un
groupe de classe Ck et s un e le ment semi-simple de G. Soit =>0 assez petit
de pendant de s. Rappelons que $ de signe l’application
$ : G_G(s)=  G
(x, y) [ xsyx&1.
Pour =>0 assez petit, cette application est une submersion, son image est
l’ouvert G-semi-simple W(s, =). Le re sultat suivant est du^ a Harish-
Chandra (voir [Ha2]).
Proposition. Soit f : X  Y une submersion surjective entre deux
varie te s p-adiques X et Y. Soient dx et dy deux formes volumes impaires sur
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X et Y respectivement. Alors, pour tout : # C c (X ), il existe une unique fonc-
tion f: # C c (Y ) telle que
|
X
:(x)(; b f )(x) dx=|
Y
f:( y) ;( y) dy, (13)
pour tout ; # C c (Y ). De plus, on a: supp( f:)/f (supp(:)) et si ; est une
fonction mesurable sur Y, alors ; est localement inte grable si et seulement si
; b f l ’est et dans ce cas l ’e galite ci-dessus reste vraie. L’application : [ f: est
surjective de C c (X ) sur C

c (Y ).
Fixons une mesure de Haar dx (resp. dy) sur G (resp. G(s)). Pour tout
: # C c (G_G(s)=), on de signe par ;: l’e le ment de C

c (G(s)=) de fini par
;: : y [ |
G
:(x, y) dx. (14)
On applique le re sultat pre ce dent a G_G(s)= muni de la forme volume
impaire dx_dy et W(s, =) muni de la forme volume impaire dx. Si
: # Cc (G_G(s)=), on dispose donc de la fonction $: . Avec ces notations,
on a le the ore me suivant.
The ore me. Soit 3 une fonction ge ne ralise e G-invariante sur W(s, =). Il
existe une unique fonction ge ne ralise e % sur G(s)= , G(s)-invariante telle que,
pour toute fonction : # C c (G_G(s)=), on ait
3($: dx)=%(;: dy).
De plus, si %=0, alors 3=0.
La de monstration de ce the ore me dans le cas ge ne ral est une simple
adaptation de celle donne e par Harish-Chandra [Ha2] dans le cas re ductif.
De finition. La fonction ge ne ralise e G(s)-invariante, %, ainsi de finie
sur G(s)= , s’appelle la restriction a G(s)= de la fonction ge ne ralise e
G-invariante 3.
23.2. Les re sultats que nous allons e noncer sont les versions
p-adiques de ceux e tablis par M. Duflo et M. Vergne dans le cas re el (voir
[Du-Ve], Section 2.3). Pour commencer, notons  l’application
 : G_G(s) G(s)=  W(s, =)
[x, y] [ xsyx&1.
Pour =>0 assez petit de pendant de s, cette application est un dif-
fe omorphisme. On a le re sultat suivant.
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The ore me. Soient s # G un e le ment semi-simple et =>0 assez petit.
Soit 3 une fonction ge ne ralise e G-invariante sur W(s, =). La fonction
ge ne ralise e %, G(s)-invariante, sur G(s)= du the ore me pre ce dent est l ’unique
fonction ge ne ralise e, G(s)-invariante, qui ve rifie
|
W(s, =)
3(x) .(x) dx
=|
GG(s)
|det Adxg |
_{|G(s)= %( y) .(xsyx
&1) |det(Ad(sy)&1&1)gg(s) | dy= dx* ,
pour toute fonction . dans C c (W(s, =)).
Re ciproquement: si % est une fonction ge ne ralise e G(s)-invariante sur
G(s)= , la formule ci-dessus de finit une fonction ge ne ralise e 3, G-invariante
sur l ’ouvert W(s, =).
23.3. Lemme de prolongement des e galite s entre fonctions ge ne ralise es
invariantes. Soit (G, F, G) un groupe de classe Ck et soit dy une mesure
de Haar a gauche sur G. Le re sultat principal dans cette section est le
suivant: soit R un facteur re ductif de G et soit W un voisinage ouvert de
1 dans R.
Proposition. Soit 3 une fonction ge ne ralise e G-invariante sur G.
Alors 3 est entie rement de termine e sur G= , =>0 suffisamment petit, de s
qu’elle est connue sur (W } uG) & G=$ , =$>0 assez petit.
PREMIE RE PARTIE
Le caracte re de la repre sentation me taplectique
24. Nous allons rappeler des re sultats concernant le groupe me taplecti-
que et les extensions des repre sentations des groupes unipotents.
24.1. Soit U un groupe alge brique unipotent de fini sur k et soit u
l’alge bre de Lie de Uk . A tout e le ment u de u*, on associe un e le ment de
U k (U k est le dual unitaire de Uk) par la me thode de Kirillov. On va
rappeler quelques de tails de cette construction.
On choisit une polarisation l en u. On note L le sous-groupe unipotent
de U correspondant a l et on pose L=Lk . On note /u le caracte re de L
de fini par
/u(exp X )="((u, X) ), X # l.
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Par la suite, on dira que /u est le caracte re associe a u |l . On note Hl
l’espace de la repre sentation induite IndUL /u , et on note ?u, l cette repre sen-
tation. On sait que cette repre sentation est irre ductible et que sa classe ne
de pend que de l’orbite de u sous l’action de U=Uk . Elle est note e ?u .
24.2. Soient maintenant l et l$ deux polarisations relativement a u.
G. Lion et P. Perrin ([Li-Pe]) ont construit un ope rateur d’entrelacement
unitaire canonique, note Fl$, l , de Hl dans Hl$ . Il est de fini comme
suit: l’application line aire X [ (Y [ ;u(X, Y)) de l sur l$* induit un
isomorphisme de ll & l$ dans (l$l & l$)*, note Al, l$ . Soient dX et dY des
mesures de Haar sur l et l$ respectivement; prenons une mesure de Haar
quelconque dt sur l & l$; d’ou des mesures quotient dX4 et dY4 sur ll & l$
et l$l & l$ respectivement telles que dX=dX4 dt et dY=dY4 dt. Alors
|Al, l$ |12 dY4 ne de pend pas de la mesure dt choisie sur l & l$, |Al, l$ | e tant
le module de l’isomorphisme de Al, l$ ou (l$l & l$)* est muni de la mesure
durale de dY4 (voir les Sections 6 et 8), et pour chaque e le ment . de Hl ,
continu, a support compact modulo exp(l), on a:
Fl$, l .(x)=|
l$l & l$
.(x exp(Y )) /u, l$(exp(Y )) |Al, l$ |12 dY4 , \x # U.
24.3. Les notations sont celles des Sections 24.1 et 24.2. Soit N un
groupe ope rant par automorphismes dans u. En composant avec l’applica-
tion exponentielle, N ope re dans U. On suppose que N fixe la forme
line aire u. Pour chaque e le ment x de N, on note A(x) l’ope rateur de Hl
dans Hx } l de fini par (A(x) .)( y)=.(x&1 } y), \. # Hl et y # U. On note
S$u, l(x) l’ope rateur dans Hl de fini par: S$u, l(x)=&A(x)&&1 Fl, xlA(x).
D’une manie re ge ne rale, si on choisit une re alisation de ?u note e encore par
la me^me lettre ?u , dans un espace de Hilbert H et si P est un ope rateur
d’entrelacement de Hl dans H, on pose encore S$u, l(x)=&A(x)&&1
PFl, xlA(x) P&1.
D’apre s G. Lion et P. Perrin ([Li-Pe]), S$u, l est une repre sentation
projective de N dans H et pour tout x # N et y # U, on a:
S$u, l(x) ?u( y) S$u, l(x)&1=?u(x } y).
24.4. Soit (V, B) un k-espace symplectique. On note Sp(V) le groupe
symplectique, c’est le groupe des automorphismes de V qui fixent B. On
appelle lagrangien de V tout sous-espace vectoriel de V isotrope de dimen-
sion maximale. On ve rifie que pour qu’un sous-espace vectoriel l de V soit
un lagrangien il faut et il suffit qu’il soit e gal a son orthogonal par B. On
note 4V l’ensemble des lagrangiens de V. Le groupe Sp(V ) ope re
transitivement sur 4V.
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On appelle lagrangien oriente , un lagrangien l muni d’une base e,
sachant que deux bases e et e$ de finissent la me^me orientation sur l, si le
de terminant de la matrice de passage entre ces deux bases est un e le ment
de (k_)2. On note 4eV l’ensemble des lagrangiens oriente s. P. Perrin
([Pe], p. 383) a de fini une fonction sur 4eV_4eV a valeurs dans l’ensem-
ble des nombres complexes de module 1, invariante par Sp(V), note e m.
Alors, pour chaque lagrangien oriente le et pour chaque x # Sp(V), on pose
ml (x)=m(le, xle), ou xle est muni de l’orientation xe. La formule est
inde pendante de l’orientation e choisie sur l, de plus
ml (x) } ml $(x)=c(l $, l, xl )2 } c(l $, l, x&1l $)&2
ou , d’une manie re ge ne rale, e tant donne s trois lagrangiens l1 , l2 , l3 de V,
c(l1 , l2 , l3) de signe la constante #(Q1, 2, 3), Q1, 2, 3 e tant la forme quadratique
sur l1_l2 _l3 de finie par la formule
Q1, 2, 3(x1 , x2 , x3)=B(x1 , x2)+B(x2 , x3)+B(x3 , x1).
Par ailleurs, pour chaque x dans Sp(V ), il existe deux fonctions , sur 4V
telles que
,2(l )=m l (x)&1, l # 4V (15)
,(l $)=,(l ) } c(l $, l, xl ) } c(l $, l, x&1l $)&1, l, l $ # 4V. (16)
On conside re alors Mp(V ) comme l’ensemble des couples (x, ,), x # Sp(V )
et , ve rifiant les deux proprie te s 15 et 16, avec la loi de multiplication
de finie par
(x1 , ,1)(x2 , ,2)=(x1x2 , ,3),
,3(l )=,1(l ) ,2(l ) c(l, x1 l, x1x2 l ).
Il re sulte de ([We1]) que Mp(V ) est un groupe topologique, localement
compact, dont la premie re projection fait un reve^tement a deux feuillets du
groupe symplectique Sp(V ). Le groupe Mp(V ) s’appelle le groupe
me taplectique. C’est un groupe presque alge brique.
24.5. Les notations de la section pre ce dente sont reprises. On note h
l’alge bre de Lie de Heisenberg VkE, ou le crochet de Lie est de fini par:
[v+tE, v$+t$E]=B(v, v$) E. On note H le groupe unipotent d’alge bre de
Lie h. On peut le re aliser comme suit: H=V_k avec la loi (v, t)(v$, t$)=
(v+v$, t+t$+ 12B(v, v$)). Avec ces notations, on a exp(v+tE)=(v, t). Le
groupe Sp(V) ope re dans h par la formule x(v+tE)=xv+tE, pour tout
v # V, t # k et x # Sp(V ). En composant avec l’application exponentielle, il
ope re aussi dans H. On note E* la forme line aire sur h de finie par
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E*(E)=1 et E*|V=0. Elle est fixe e par l’action de Sp(V ). Conside rons la
repre sentation ?E* du groupe H (voir le nume ro 24.1) et soit H une
re alisation de ?E* . Conside rons aussi l’application
SE*, l : Mp(V)  U(H)
(x, ,) [ ,(l ) S$E*, l (x),
ou U(H) est le groupe des ope rateurs unitaires dans H. On montre que
SE*, l est une repre sentation fide le. Lorsque de besoin, on identifie Mp(V )
avec son image par cette application. La repre sentation SE*, l s’appelle la
repre sentation me taplectique.
24.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k muni d’une
forme biline aire alterne e B, dont on ne suppose plus qu’elle soit non
de ge ne re e. Soit N un groupe ope rant dans V par des automorphismes
fixant B. On note V= le noyau de B (i.e. le sous-espace vectoriel de V con-
stitue par tous les vecteurs v de V tels que B(v, w)=0, pour tout w # V ).
Alors B induit sur VV= une structure symplectique invariante sous
l’action de N, note e encore B. Si V{V=, Mp(VV=) est bien de fini. Si
V=V=, on pose Mp(VV=)=[\1]. On note N V l’ensemble des couples
(x, m), ou x # N et m # Mp(VV=) tels que x et m aient me^me image dans
Sp(VV =). On a une projection naturelle de NV sur N qui au couple (x, m)
de NV fait correspondre le point x de N. Si N est un groupe localement
compact et si son action dans V est continue, cette projection est continue
et son noyau est constitue de deux e le ments qui sont centraux dans NV.
Autrement dit, NV est une extension centrale d’ordre deux de N, dite aussi
extension me taplectique associe e a l’action de N dans V.
On peut e galement de crire N V comme l’ensemble des couples (x, ,), ou
x # N et , est une fonction sur les lagrangiens de VV=, tels que, notant x
l’image de x dans Sp(VV=), on ait (x , ,) # Mp(VV=). Enfin, si W est un
sous-espace vectoriel N-invariant de V contenu dans V=, le groupe NVW
est bien de fini et il est e gal a NV.
24.7. Les notations sont celles de la section 24.6. Soit W un sous-
espace N-invariant de V tel que son orthogonal W= pour B dans V soit
contenu dans W+V=. Les groupes NV et NW sont de finis. Si m est un
sous-espace isotrope de dimension maximale dans W alors m+V= posse de
la me^me proprie te dans V.
Remarque. L’application l  lV= est une bijection naturelle de
l’ensemble des sous-espaces isotropes maximaux de V appele s aussi
lagrangiens de V sur l’ensemble des lagrangiens de VV=. On identifie donc
ces deux ensembles au moyen de cette bijection.
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On a le re sultat suivant (voir [Du2], lemme 2.8).
lemme. (i) Soient (x, ,) dans NV et (x, ) dans NW. Le nombre
,(m+V=) (m)&1 ne de pend pas du choix du lagrangien m de W. On le
note ,&1.
(ii) Soient (x, ,) et (x$, ,$) deux e le ments de NV et (x, ), (x$, $)
des e le ments de NW. On pose (x, ,)(x$, ,$)=(xx$, ,") et (x, )(x$, $)=
(xx$, "). On a ,""&1=(,&1)(,$$&1).
24.8. On reprend les notations de la section 24.3. L’espace u est muni
de la forme biline aire alterne e ;u , si bien que le groupe Nu est de fini. Pour
(x, ,) # Nu, on pose Su, l(x, ,)=,(l) S$u, l(x). Le re sultat suivant est du^ a
LionPerrin ([Li-Pe]).
Proposition. (i) Soit (x, ,) # N u. L’ope rateur Su, l(x, ,) ne de pend
pas du choix de la polarisation l en u. On le note Su(x, ,).
(ii) Su est une repre sentation de Nu. Elle ve rifie:
Su(x, ,) ?u( y) Su(x, ,)&1=?u(x } y)
pour tout (x, ,) # Nu et tout y # U.
Remarque. En utilisant le premier point de la proposition pre ce dente,
la repre sentation me taplectique SE*, l construite dans la section 24.5 ne
de pend pas du lagrangien l. On la notera donc SE* et on l’appellera la
repre sentation de LionPerrin. Plus ge ne ralement la repre sentation Su de la
proposition pre ce dente sera appele e la repre sentation de LionPerrin de
Nu associe e a ?u .
UNE GE NE RALISATION DE LA FORMULE DU CARACTE RE
DE KIRILLOV
25. On de signe par (V, B) un k-espace symplectique, h=VkE
l’alge bre de Lie de Heisenberg qui lui est associe e et H le groupe unipotent
d’alge bre de Lie h (voir 24.4 et 24.5). On de finit une forme line aire E* sur
h, en posant,
E*(E)=1 et E*(V )=0.
Conside rons la classe des repre sentations unitaires irre ductibles de H, note e
?E* , associe e a l’orbite de E* sous l’action de H, note e dans la suite 0E* ,
par la me thode des orbites de Kirillov. On munit V (resp. k) de la mesure
de Haar autoduale d1v (resp. dt) et h de la mesure de Haar dX=d1v_dt.
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On note dx la mesure de Haar sur H correspondante a dX. En appliquant
([D], the ore me 6), on a la proposition suivante.
Proposition. Soit f # C c (H). L’ope rateur ?E*( fdx) est a trace et on a
tr(?E*( f dx))=|
V
( f b exp dX)  (exp(v) } E*) d1v. (17)
Notons HE* l ’espace de ?E* . D’apre s Weil [We1], SE* est l ’unique
repre sentation unitaire de Mp(V ) dans HE* telle que
SE*(x) ?E*(n) SS*(x)&1=?E*(x(n)) (18)
pour tout x # Mp(V ) et n # H (le groupe me taplectique Mp(V ) ope re dans
H a travers Sp(V)) et
SE*(1, =)=&Id. (19)
Pour chaque x # Mp(V ) et . # C c (H), on conside re l’ope rateur
?E*(. dx) SE*(x)=|
H
.( y) ?E*( y) SE*(x) dy. (20)
D’apre s ce qui pre ce de, cet ope rateur est trac able, plus pre cise ment c’est un
ope rateur de rang fini. Notre but est de calculer sa trace quand x est
semi-simple. Pour ce faire, nous allons utiliser la me thode de descente de
Harish-Chandra.
26. Soient G un groupe de Lie presque alge brique sur un corps
p-adique, g son alge bre de Lie, x un automorphisme de G dont la diffe ren-
tielle soit un automorphisme semi-simple de g. On note G(x) le sous-
groupe de G constitue par les points fixes de x dans G, g(x) son alge bre de
Lie. Comme l’action de x dans g est semi-simple, on a la de composition
suivante:
g=g(x) (1&x) g.
Le groupe G ope re dans lui-me^me par
y V z= yzx( y&1) pour tout y, z # G.
Si =>0 est suffisamment petit de pendant de x, l’application 9 de G_G(x)=
a valeurs dans G, ( y, z) [ y V z est une submersion. Son image, note e
W(x, =), est un ouvert V-invariant de G. On de signe par dx (resp. dy) une
mesure de Haar sur G (resp. G(x)). La varie te G_G(x)= est pourvue de la
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forme volume impaire dx_dy et W(x, =) est pourvue de la forme volume
impaire dx. Pour tout : # C c (G_G(x)=), on reprend les notations 9: et ;:
du nume ro 23.1. Le re sultat suivant est une ge ne ralisation facile du
the ore me 23.1.
The ore me. Les notations sont celles ci-dessus. Soit 3 une fonction
ge ne ralise e V -invariante sur W(x, =). Il existe une unique fonction ge ne ralise e
% sur G(x)= , G(x)-invariante telle que, pour toute fonction : # C c (G_G(x)=),
on ait
3(9: dx)=%(;: dy).
De plus, si %=0, alors 3=0.
27. On reprend les notations du nume ro 25. Nous allons de finir une
fonction 8 sur le groupe me taplectique Mp(V ). C’est l’analogue de la fonc-
tion introduite par M. Duflo, G. Heckman et M. Vergne dans le cas re el
(voir [DHV]). Soit x # Mp(V ) et x=s~ xu sa de composition de Jordan, s~
e tant la partie semi-simple de x et xu e tant la partie unipotente de x. On
pose s~ =(s, ).
lemme. L’espace vectoriel (1&s) V peut se de composer en somme
directe orthogonale par rapport a la forme symplectique B, W1 W2 avec
W1 posse dant un lagrangien l1 stable sous l ’action de s et W2 posse dant un
lagrangien l2 et que (s } l2) & l2=0.
De monstration. Comme l’action de s dans (1&s) V est comple tement
re ductible, on peut e crire
(1&s) V=
m
i=1
M i ,
ou chaque Mi est un s-module irre ductible. De plus, on a, soit la restriction
de B a Mi est non de ge ne re e, soit Mi est isotrope par rapport a B. Dans
ce dernier cas, il existe un certain Mj tel que la restriction de B a Mi Mj
soit non de ge ne re e. Le re sultat cherche est donc une conse quence d’un
re sultat de Howe ([Ho3], p. 286) et d’un re sultat de BorelTits ([Bo-Ti],
proposition 1.5). K
Soit une de composition de (1&s) V en W1 W2 ayant les proprie te s
du lemme pre ce dent. On de finit une forme quadratique Qs, l2 sur
(1&s&1)&1 l2 , en posant,
Qs, l2(v)=B((s
&1&1) v, v), pour tout v # (1&s&1)&1 l2 .
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Notons #(Qs, l2) le nombre complexe de module 1 associe a Qs, l2 (voir
Section 9). On pose
8(x)=8(s~ )=(l0+l1+l2) #(Qs, l2), (21)
l0 e tant un lagrangien de V(s).
28. Les notations sont celles du nume ro pre ce dent et du nume ro 25.
Soit s~ =(s, ) un e le ment semi-simple de Mp(V). Le groupe de Heisenberg
H ope re sur lui-me^me par
x V y=xys(x&1), pour tout x, y # H.
Conside rons l’application 9 de H_H(s) a valeurs dans H, (x, y) [ x V y.
C’est une submersion surjective. Notons 3 la fonction ge ne ralise e
V-invariante sur H de finie par
3(. dx)=tr(?E*(. dx) SE*(s~ )), pour tout . # C c (H),
et % la fonction ge ne ralise e H(s~ )-invariante sur H(s~ ) qui lui est associe e par
le the ore me 26. Nous pouvons donc e noncer le re sultat principal de ce
paragraphe. On note d+0E* & h*(s) la mesure de Liouville sur la H(s)-orbite
0E* & h*(s).
The ore me. Pour tout ; # C c (H(s~ )), on a
%(; dy)=8(s~ ) |det(1&s&1) (1&s) V |&12
_|
0E* & h*(s)
(; b exp dY) h(s) (l ) d+0E* & h*(s)(l ),
dy et dY e tant deux mesures de Haar sur H(s) et h(s) respectivement qui se
correspondent.
Ce the ore me est une ge ne ralisation de la formule du caracte re de
Kirillov. C’est aussi la version p-adique d’un re sultat de DufloHeckman
Vergne [DHV] dans le cas re el.
Corollaire. Les notations sont celles ci-dessus. Le nombre complexe
8(x) est inde pendant du choix de la de composition de (1&s) V en somme
directe de W1 et W2 et du choix des lagrangiens l0 , l1 , l2 de V(s), W1 et W2
respectivement.
Remarque. En un certain sens le nombre 8(s~ ) |det(1&s&1)(1&s) V | &12
est la valeur, au point s~ , du caracte re de la repre sentation me taplectique
(voir le nume ro 31).
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29. Ce nume ro est consacre a la de monstration du the ore me 28.
29.1. Re alisation de la repre sentation ?E* . Pour simplifier les nota-
tions, on note
V1 =V(s), V2 =(1&s) V,
hi =Vi kE, Hi =exp(Vi kE ), i=1, 2.
Alors H1=H(s) et H2 sont deux sous-groupes de Lie de H et la suite
1  2Z  H1_H2  H  1
(x, y) [ xy
est exacte, ou 2Z=[(z, z&1), z # Z], Z e tant le centre de H. Soit ?1E* (resp.
?2E*) la classe des repre sentations unitaires irre ductibles associe e a l’orbite
de E*|h1 (resp. E*|h2) sous l’action de H1 (resp. H2) par la me thode des orbites
de Kirillov. Puisque ces deux repre sentations sont irre ductibles, la
repre sentation ?1E* ?
2
E* du groupe produit H1_H2 est irre ductible, de
plus ?1E* ?
2
E* | 2Z
=Id. Donc par passage au quotient, on obtient une
repre sentation unitaire irre ductible de H, qu’on note ?1E* ?
2
E* . Elle ve rifie
la proprie te ?1E* ?
2
E* | Z= V /, ou / est le caracte re de Z de fini par
/(exp(tE ))="(t), pour tout t dans k. En appliquant le the ore me de Stone-
von-Neumann, les repre sentations ?1E* ?
2
E* et ?E* sont e quivalentes.
Fixons une polarisation l1 en E*|h1 dans h1 et une polarisation l2 en E*|h2
dans h2 . Alors l=l1+l2 est une polarisation en E*|h de h. On pose
L=expG(l ), Li=expG(li), i=1, 2.
Notons H1E* et H
2
E* les espaces de ?
1
E* et ?
2
E* respectivement. Avec les
notations e videntes, on a
Fl, xl=Fl1 , xl1 Fl2 , xl2 et A(x)=A1(x1)A2(x2),
pour tout x # Sp(V)(s), ou xi de signe l’image de x dans Sp(Vi), i=1, 2. Soit
1 (resp. 2) une fonction sur les lagrangiens de V1 (resp. V2) telle que
(xi , i) # Mp(Vi), i=1, 2. Alors on a
SE*(x, )=(l ) 1(l1)&1 2(l2)&1 S 1E*(x1 , 1)S
2
E*(x2 , 2),
 e tant une fonction sur les lagrangiens de V telle que (x, ) # Mp(V).
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29.2. Soit dy une mesure de Haar sur H1 , : # C c (H) et ; # C

c (H1).
Reprenant les notations du nume ro 28, de signons par 9:; l’e le ment de
Cc (H) correspondant a la fonction :; dans la proposition 23.1. Pour
tout g # L1loc(H), on a d’apre s la proposition 23.1
|
H
g(x) 9:;(x) dx=|
H_H1
:(x) ;( y) g(xys(x&1)) dy dx. (22)
L’application
V2_H1  H
(v, y) [ exp(v) y
est un diffe omorphisme. Si dv est la mesure de Haar sur V2 qui co@ ncide
avec la mesure quotient dxdy sur HH1 selon l’identification de V2 avec
HH1 par l’application v [ exp(v), on a
|
H
.(x) dx=|
V2_H1
.(exp(v) y) dv dy, (23)
pour tout . # C c (H).
Comme, dans les application qui suivent, : est arbitraire, on peut sup-
poser qu’elle est de la forme :1 b log :2 , ou :1 # C c (V2) et :2 # C c (H1).
La formule 22 devient
|
H
g(x) 9:;(x) dx=|
V2
:1(v) |
H1
;( y) g(exp(v) y exp(&s } v)) dy dv,
(24)
si supp(:2) est assez petit (de pendant de ;) et si H1 :2(x) dx=1.
Soient a et b deux e le ments de HE* , on a
(?E*(9:; dx) SE*(s~ ) a, b) =|
H
9:;(x)(?E*(x) SE*(s~ ) a, b) dx.
E tant donne que la fonction x [ (?E*(x) SE*(s~ ) a, b) est continue sur H,
en particulier elle est localement inte grable, la formule 24 s’applique et on
obtient
(?E*(9:; dx) SE*(s~ ) a, b)
=|
V2_H1
(:1;)(v, y)(?E*(exp(v) y exp(&s } v)) SE*(s~ ) a, b) dy dv.
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Ceci e tant vrai pour tout a, b dans l’espace HE* , c’est une manie re classique
d’e crire
?E*(:; dx) SE*(s~ )
=|
V2_H1
(:1 ;)(v, y) SE*(s~ ) ?E*(exp(s&1 } v) y exp(&v)) dy dv.
En utilisant la re alisation de la repre sentation ?E* (section 29.1), on en
de duit que
?E*(9:; dx) SE*(s~ )=(l ) 2(l2)&1 ?1E*(; dy)J((s, 2)), (25)
ou J((s, 2)) est l’ope rateur
S 2E*((s, 2)) |
V2
:1(v) ?2E*(exp(s
&1 } v) exp(&v)) dv, (26)
qui est de rang fini.
29.3. Calcul de la trace de J((s, 2)). Si l2 est un lagrangien de V2 , on
de signe par /2E* le caracte re de L2=exp(l2+kE ) de fini par,
/2E*(exp(X ))="((E*, X) ), pour tout X # l2+kE.
On note dz la mesure de Haar sur H2 correspondante a la mesure de Haar
dv_dt sur h2 . Si dl est une mesure de Haar sur l2 , on note dm la mesure
de Haar sur L2 associe e a la mesure de Haar dl_dt sur l2+kE et dz* la
mesure positive H2 -invariante dzdm. Avec ces notations, la repre sentation
?2E* peut se re aliser dans l’espace H
2
E* des fonctions . sur H2 a valeurs
dans C ve rifiant:
.(xy)=/2E*( y)
&1 .(x), \x # H2 , y # L2 et |
H2 L2
|.(x)| 2 dx* <
et cet espace de Hilbert s’identifie a l’espace, note H$l2 , des fonctions . de
V2 a valeurs dans C ve rifiant:
.(v+#)="( 12B(v, #)) .(v), v # V2 , # # l2 et |
V2 l2
|.(v)|2 dv* <,
ou dv* est la mesure de Haar dvdl sur V2 l2 . L’action du groupe H2 dans
l’espace H$l2 est donne e par:
(?2E*, l2(v, t) } .)(w)="(t+
1
2B(v, w)) .(w&v).
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Dans la suite nous identifierons l’e le ment . de H2E* avec l’e le ment
. b exp |V2 de H$l2 , encore note .. Rappelons que S
2
E*((s, 2)) est donne par
S 2E*((s, 2))=2(l2) S$
2
E*(s),
ou S$2E*(s)=1&A2(s)& F l2 , sl2 b A2(s), et
Fl2 , sl2 : Hsl2  Hl2
: [ Fl2 , sl2(:) : x [ |
l2 (l2 & sl2)
:(x exp( y)) |Asl2 , l2 |
12 dy* .
Avec les identifications ci-dessus, on a
(Fl2 , sl2 .)(v)=|
l2 (l2 & sl2)
.(v+ y) "(&12 B(v, y)) |Asl2 , l2 |
12 dy* ,
et
(A2(s) .)(v)=.(s&1 exp(v))=.(s&1 } v).
Soit . # H$l2 , w # V2 . Pour simplifier les formules, on note aussi :1 la
fonction sur V2 qui prend les valeurs
"(&12B((s
&1v, v))) :1(v), pour tout v # V2 .
Alors
(J((s, 2)) .)(w)=2(l2)
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)& |V2 |l2 (l2 & sl2) " \&
1
2
B(w, y)+
_:1((s&1&1)&1 v) .(&v+s&1(w+ y))
_" \12B(v, s&1(w+ y))+ |Asl2 , l2 | 12 dy* dv.
Conside rons la fonction
m(v, y)=:1((s&1&1)&1 v) .(&v+s&1(w+ y))
_"(&12 B(w, y)) "(
1
2B(v, s
&1(w+ y))).
Alors m est continue a support compact dans V2_l2 (l2 & sl2), si . est
continue a support compact modulo l2 . En effet, posons
K=(s&1&1)(supp :1).
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Soit (v, y) # V2_l2 (l2 & sl2) tel que m(v, y){0 alors v # K et &v+s&1
(w+ y) # (supp .). Il en re sulte que y # s(v)&w+s(supp .) par suite
y # (sK&w+s(supp .)) & l2 .
Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur k, si W/V est un
sous-espace et si A/V est une partie de V, on note AW l’image de A dans
VW par la projection canonique.
Montrons que (sK&w+s(supp .)) & l2 est compact modulo l2 & sl2 ,
c’est-a -dire que l’image ((sK&w+s(supp .)) & l2) l2 & sl2 de (sK&w+
s(supp .)) & l2 dan V2 (l2 & sl2) est compacte.
Par hypothe se, l’ensemble (supp .) l2 est compact, donc (s(supp .))s(l2)
est aussi compact. On en de duit que sK&w+s(supp .) est compact
modulo sl2 . Conside rons l’application
j : l2 (l2 & sl2)  V2 sl2
X mod l2 & sl2 [ X mod sl2 .
L’application j e tant line aire, injective, c’est un home omorphisme sur son
image. Par conse quent j&1(((sK&w+s(supp .)))sl2 & j(l2 (l2 & sl2))) est
compact. Cependant
j&1(((sK&w+s(supp .)))sl2 & j(l2 (l2 & sl2)))
=(l2 & (sK&w+s(supp .))) l2 & sl2 ,
si bien que (sK&w+s(supp .)) & l2 est compact modulo l2 & sl2 . D’ou
l’assertion.
Ainsi le the ore me de Fubini s’applique et on a
(J((s, 2)) .)(w)
=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
2(l2)
_|
l2(l2 & sl2)
|
V2 l2
|
l2
:1((s&1&1)&1 (&v&#+s&1(w+ y))) .(v+#)
_ \&12 B(w, y)+  \
1
2
B(&v&#, s&1(w+ y))+ d# dv* |Asl2 , l2 |12 dy* .
On note
n(v, y)=m(&v+s&1(w+ y), y),
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alors n est continue a support compact dans V2_l2 diag(l2 & sl2). Il en
re sulte que l’application
(v* , y* ) [ |
l2
n(v+#, y) d#
est continue a support compact dans V2 l2 _l2 (l2 & sl2). Il s’ensuit que
(J((s, 2)) .)(w)
=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
2(l2) |Asl2 , l2 |
12
_ |
V2l2
|
l2 (l2 & sl2)
|
l2
:1((s&1&1)&1 (&v&#+s&1(w+ y)))
_ \12 B(v, #)+  \&
1
2
B(w, y)+
_ \12 B(&v&#, s&1(w+ y))+ d# dy* .(v) dv* .
D’ou le fait que J((s, 2)) est un ope rateur a noyau donne par
K(v, w)=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
|Asl2 , l2 |
12 2(l2)
_ |
l2(l2 & sl2)
|
l2
:1((s&1&1)&1 (&v&#+s&1(w+ y)))  \12 B(v, #)+
_ \&12 B(w, y)+  \
1
2
B(&v&#, s&1(w+ y))+ d# dy* .
En appliquant le the ore me de Mercer et en remplac ant :1(v) par sa valeur
exacte c’est-a -dire par (&12B(s
&1v, v)) :1(v), pour tout v # V2 , on obtient
tr(J((s, 2)))
=|
V2 l2
K(v, v) dv*
=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
|Asl2 , l2 |
12 2(l2)
_ |
V2 l2
|
l2 (l2 & sl2)
|
l2
:1(v&(s&1&1)&1 (#&s&1y))  \&12 B(#, s&1y)+
_ \&12 B(#&s&1y, (s&1&1)&1 (#&s&1y))+ d# dy* dv* .
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On a vu que l’on peut e crire V2=W1 W2 de sorte que Wi soit un sous-
espace symplectique, stable sous l’action de s, i=1, 2, la somme soit
orthogonale par rapport a B, W1 posse de un lagrangien l $1 tel que sl $1=l $1 ,
et W2 contienne un lagrangien l $2 tel que l $2 & sl $2=0. On peut supposer que
l2=l $1+l $2 . Sous ces conditions, on a l2 (l2 & sl2)& l $2 et V2 l2 &W1 l $1_
W2 l $2 . Il s’ensuit que
tr(J((s, 2)))=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
|Asl2 , l2 |
12 2(l2)
_|
W1 l $1
|
W2 l $2
|
l $2
|
l $1_l $2
:1(v1+v2&(s&1&1)&1 (#2&s&1y)
&(s&1&1)&1 #1)  \&12 B(#1+#2 , s&1y)+
_ \&12 B(#1+#2&s&1y,
(s&1&1)&1 (#1+#2&s&1y))+ d#1 d#2 dy dv* 2 dv* 1 .
Si on suppose que :1=:$1 :$2 , ou :$i # C c (Wi) sont tels que Wi :$i=1,
i=1, 2, alors
tr(J((s, 2)))=
|det(s&1&1)V2 |
&1
&A2(s)&
|Asl2 , l2 |
12 2(l2) I1 I2 ,
ou
I1=|
W1 l $1
|
l $1
:$1(v1&(s&1&1)&1 #1) d#1 dv* 1
et
I2 =|
W2 l $2
|
l $2
|
l $2
:$2(v2&(s&1&1)&1 (#2&s&1y)) (&12B(#2 , s
&1y))
_(&12B(#2&s
&1y, (s&1&1)&1 (#2&s&1y))) d#2 dy dv* 2 .
Il est clair que
I1=|det(s&1&1) l $1 |.
Calculons I2 .
I2=|det(s&1&1)W2 | |Js, l $2 |
&1 |
W2 l $2
|
W2
:$2(v&w) (&12Q(w)) dw dv* ,
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ou Q est la forme quadratique sur W2 de finie par: si w=(s&1&1)&1
(#&s&1y) # W2 , ou #, y # l $2 , alors
Q(w)=B(#, s&1y)+B((s&1&1) w, w),
et Js, l $2 de signe le Jacobien de l’isomorphisme l $2_l $2  W2 , (#, y) [ #&s
&1y.
On ve rifie que le noyau de Q est l $2 . Donc
I2=|det(s&1&1)W2 | |Js, l $2 |
&1 |Q|&12 #(Q).
D’autre part, avec les notations e videntes, on a
A2(s)=A$1(s)A$2(s) et |Asl2 , l2 |=|Asl $2 , l $2 |.
Donc
tr(J((s, 2)))=
|det(s&1&1)W1 |
&1 |det(s&1&1) l $1 |
&A$1(s)&
2(l2)
_
|Js, l $2 |
&1 |Asl $2 , l $2 |
12 |Q|&12
&A$2(s)&
#(Q).
29.3.1. Dans ce nume ro, nous allons e tablir le re sultat suivant.
Lemme. On a
|det(s&1&1)W1 |
&1 |det(s&1&1) l $1 |
&A$1(s)&
=|det(s&1&1)W1 |
&12 (27)
et
|Js, l $2 |
&1 |Asl $2 , l $2 |
12 |Q|&12
&A$2(s)&
=|det(s&1&1)W2 |
&12. (28)
De monstration. Soit l"1 un lagrangien de W1 qui soit transverse a l $1
et s-invariant, il en existe toujours. Alors,
&A$1(s) .&2 |det s&1l1$$$ |=|det s
&1
l1$$$
| |
l 1$$$
|.(s&1l )|2 dl
=|
l"1
|.(l )|2 dl=&.&2,
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pour tout . # C c (l"1), dl e tant une mesure de Haar sur l"1 . Par conse quent
&A$1(s)&=|det s&1l"1 |
&12=|det sl $1 |
&12.
D’ou
|det(s&1&1)W1 |
&1 |det(s&1&1) l $1 |
&A$1(s)&
=|det(s&1) l $1 |
&1 |det sl $1 |
12
=|det(s&1&1)W1 |
&12.
Cela de montre la premie re assertion du lemme. Concernant la deuxie me
assertion, on commence par rappeler la de finition de Asl $2 , l $2 : l’application
$ : sl $2  l2$*
X [ B (X) : Y [ B(X, Y )
induit un isomorphisme entre sl $2 (l $2 & sl $2) et (l $2 (l $2 & sl $2))* qu’on note
Asl $2 , l $2 . Dans notre cas Asl $2 , l $2 co@ ncide avec $. Alors, si on conside re le
diagramme
sl $2 ww
Asl $2, l $2 l 2$*,
B$ Id
l $2 ww
A sl $2, l $2 l 2$*
ou B$(X )=sX pour tout X # l $2 et A sl $2 , l $2(X )(Y)=B(sX, Y), X, Y # l $2 , il est
commutatif. On en de duit que
|Asl $2 , l $2 |=
|A sl $2 , l $2 |
|B$|
.
De plus, il est clair que la forme quadratique Q s’identifie a la forme
quadratique Qs, l $2 sur l’espace (s
&1&1)&1 l $2 de finie par:
Qs, l $2(v)=B((s
&1&1) v, v)
dont la forme polaire est donne e par
Qs, l $2(v)(w)=B \s
&1&s
2
v, w+ ,
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pour tout v, w # (s&1&1)&1 l $2 et que le diagramme suivant est commutatif:
Qts, l $2
(s&1&1)&1 l $2 ww
Qs, l $2 ((s&1&1)&1 l $2)*,
A
tA
l $2 l $*2
ou A(X )=(s&1&1)&1 X pour tout X # l $2 , et Q s, l $2(X )(Y)=B(((s+1)2)
(s&1)&1 X, Y ) pour tout X, Y # l $2 . Par conse quent
|Qs, l $2 |=
|Q s, l $2 |
|A| | tA|
=
|Q s, l $2 |
|A|2
, puisque | tA|=|A|.
En outre, si on munit s&1l $2 de la mesure de Haar telle que son produit
avec la mesure de Haar choisie sur l $2 soit la mesure de Haar sur W2 , le
module de l’isomorphisme de l $2 dans s&1l $2 qui a X fait correspondre s&1X,
pour tout X # l $2 , est |Js, l $2 |.
Enfin, il est clair A$2(s) s’identifie a l’ope rateur de fini de L2(s&1l $2) a
valeurs dans L2(l $2) par
(A2(s)$ .)(x)=.(s&1x)
pour tout . # L2(s&1l $2) et x # l $2 . On a donc,
|Js, l $2 | &A$2(s) .&
2=|Js, l $2 | |
l $2
|.(s&1x)| 2 dx=|
s&1l $2
|.(x)| 2 dx=&.&2,
si bien que
&A$2(s)&=|Js, l $2 |
&12.
On pose
C=
|Js, l $2 |
&1 |Asl $2 , l $2 |
12 |Q|&12
&A$2(s)&
.
En utilisant ce qui pre ce de, on de duit que
C2=
|A|2
|Js, l $2 | |B$|
|A sl $2 , l $2 |
|Q s, l $2 |
.
Le re sultat cherche est une conse quence du lemme qui suit. K
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29.3.2. Lemme. Les notations sont celles ci-dessus, on a
|A|2
|Js, l $2 | |B$|
=|det(s&1&1)W2 |
&2
|A sl $2 , l $2 |
|Q s, l $2 |
=|det(s&1&1)W2 |.
De monstration. Si on munit (s&1&1)&1 l $2 de la mesure de Haar telle
que son produit avec la mesure de Haar sur l $2 soit celle de W2 alors le
module de l’isomorphisme A$ de fini par
A$ : l $2_l $2
(X, Y )

[
W2
X+(s&1&1)&1 Y
est |A|. Comme A$(X, Y )=(s&1&1)&1 ((s&1&1) X+Y ) pour tout
X, Y # l $2 , on a
|A|= |det((s&1&1)&1)W2 | |Js, l $2 |.
Vu les choix des mesures de Haar sur l $2 et sur s&1l $2 , le module de
l’isomorphisme de l $2 _l $2 dans W2 , qui au couple (X, Y ) fait associer
X+sY est |B$|. En e crivant X+sY=s(s&1X+Y ), X, Y # l $2 , on en de duit
du fait que l’action de s dans W2 est symplectique que l’on a
|B$|=|Js, l $2 |.
On en conclut qu’on a le premier point du lemme.
Concernant le deuxie me point, on note p la projection sur l $2 selon la
de composition de l’espace vectoriel W2 en l $2 s&1l $2 . On ve rifie que
A &1sl $2 , l $2 b Q s, l $2(X )= p \s
&1+1
2
(s&1)&1 X+= p((s&1)&1 X ),
pour tout X # l $2 . Maintenant il est facile de montrer que le module de
l’isomorphisme A &1sl $2 , l $2 b Q s, l $2 est e gal au module de l’isomorphisme qui a
X+Y fait correspondre (s&1)&1 X+Y, de l $2 s&1l $2 sur lui-me^me, si
bien qu’on a le deuxie me point du lemme. K
29.3.3. Remarque: On a vu au cours de la de monstration du
Lemme 29.3.1 que les formes quadratiques Q et Qs, l $2 sont isomorphes.
On peut donc e noncer le re sultat suivant.
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Proposition. Les notations sont celles ci-dessus,
tr(J((s, 2)))=2(l2) #(Qs, l $2) |det(s
&1&1)V2 |
&12.
Il re sulte de ce qui pre ce de que #(Qs, l $2) 2(l2) ne de pend pas de la
de composition du lagrangien l2 en les lagrangiens l $1 et l $2 choisie.
29.4. Fin de la de monstration du the ore me 28. On a
?E*(9:; dx) SE*(s~ )=(l ) 2(l2)&1 ?1E*(; dy)J((s, 2)).
En utilisant le the ore me 26, on a
%(;: dy)=3(9:; dx).
Si H :(x) dx=1, alors ;:=;. D’apre s la proposition 25, on a
%(; dy)= (l ) 2(l2)&1 tr[J((s, 2))]
_|
0E* & h*(s)
(; b exp dY ) h(s) (l ) d+0E* & h*(s)(l )
= 8(s~ ) |det(1&s&1) (1&s) V |&12
_|
0E* & h*(s)
(; b exp dY ) h(s) (l ) d+0E* & h*(s)(l ).
La de monstration du the ore me 28 est donc acheve e.
LE CARACTE RE DE LA REPRE SENTATION ME TAPLECTIQUE
SUR UN CORPS p-ADIQUE
30. Les notations sont celles des nume ros 24.5 et 25. Le groupe
me taplectique Mp(V ) ope re dans le groupe de Heisenberg a travers Sp(V ).
Le groupe G=Mp(V ) < H, produit semi-direct de Mp(V) et H, est donc
bien de fini. Notons S=SE* la repre sentation me taplectique du groupe
Mp(V). On peut de finir la repre sentation ?=S?E* du groupe G en posant
?(xy)=S(x) ?E*( y), pour tout x # Mp(V ), y # H. (29)
Il re sulte de la proposition 25 que cette repre sentation est admissible. Elle
de finit donc une fonction ge ne ralise e 3? , G-invariante sur G: Soit dx une
mesure de Haar sur G.
3?(. dx)=tr ?(. dx), pour tout . # C c (G). (30)
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Le re sultat principal de cette partie est le suivant: Soit s un e le ment semi-
simple de Mp(V ) ve rifiant det(1&Ads)V {0. Pour =>0 assez petit on note
W(s, =) l’image de l’application submersive
 : G_G(s)=  G
(x, y) [ xsyx&1
et %s la fonction ge ne ralise e G(s)-invariante sur G(s)= associe e a la restric-
tion de 3? a W(s, =) par le the ore me 23.1.
The ore me. Pour tout ; # C c (G(s)=), on a
%s(; dy)=8(s) |det(1&s&1)V | &12 (; b expG(s) dY )  (E*), (31)
dy et dY e tant deux mesures de Haar sur G(s) et g(s) respectivement qui se
correspondent.
Le paragraphe suivant est consacre a la de monstration de ce the ore me.
30.1. Pour alle ger les notations on pose T=Mp(V ). On note t
l’alge bre de Lie de T et g=t+h l’alge bre de Lie de G. Fixons un e le ment
semi-simple s de T tel que det(1&s)V {0. Soit p2 l’application naturelle de
T dans TT(s) et s2 une section analytique de p2 . Conside rons l’application
9$ de finie par
9$ : TT(s)_G(s)_G  G
(x, y, v) [ s2(x) exp(v) y.
9$ est un diffe omorphisme. On munit V de la mesure autoduale, T de la
mesure de Haar dy telle que le produit dy_dv_dt soit la mesure de Haar
dx sur G. Fixons une mesure de Haar dz sur T(s). La forme line aire
positive, T-invariante dydz est note e dy* . Si on munit G(s) de la mesure
Haar dz_dt, on a le re sultat suivant.
Lemme. Les notations sont celles ci-dessus. On a, pour tout . # C c (G),
|
TT(s)_G(s)_V
.(s2(x) exp(v) y) dv dy dx* =|
G
.(x) dx. (32)
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En utilisant le lemme ci-dessus et la proposition 23.1, on de duit que
|
W(s, =)
f (x) :;(x) dx
=|
TT(s)_G(s)_V_G(s)=
(:;)(s2(x) exp(v) y, z)
_f (s2(x) exp(v) yszy&1 exp(&v) s2(x)&1) dv dy dz dx* ,
pour tout : # C c (G), ; # C

c (G(s)=), et pour tout f localement inte grable
sur W(s, =).
Comme, dans les applications que nous avons en vue, : est arbitraire,
on peut supposer que : b 9$ est de la forme :3 :2  (:1 b log ), ou
:3 # C c (TT(s)), :2 # C

c (G(s)), et :1 # C

c (V ). Alors, pour tout
f # L1loc(W(s, =)),
|
W(s, =)
f (x) :;(x) dx
=|
TT(s)
:3(x) |
V
:1(v) |
G(s)=
;(z)
_f (s2(x) exp(v) sz exp(&v) s2(x)&1) dz dv dx* . (33)
de s que le support de :2 est assez petit de pendant de ; et que
G(s) :2( y) dy=1.
30.2. Formule du caracte re au voisinage de l ’e le ment semi-simple
s. On reprend les notations des nume ros 29.1, 30, et 30.1. Soit : # C c (G)
tel que G :(x) dx=1 et ; # C

c (G(s)=). Soient a et b deux e le ments de HE* ,
on a
(?(:; dx) a, b) =|
W(s, =)
:;(x)(?(x) a, b) dx.
La fonction x [ (?(x) a, b) est continue sur W(s, =), en particulier elle est
localement inte grable. En utilisant la formule 33 on obtient
(?(:; dx) a, b)=|
TT(s)
:3(x) |
V_G(s)=
(:1 ;)(v, z)
_(?(s2(x) exp(v) sz exp(&v) s2(x)&1) a, b) dz dv dx* .
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Ceci e tant vrai pour tout a, b dans l’espace HE* , on en de duit que
?(:; dx)=|
TT(s)
:3(x) |
V_G(s)=
(:1 ;)(v, z)
_?(s2(x) exp(v) sz exp(&v) s2(x)&1) dz dv dx* .
Soit U un voisinage ouvert, assez petit, de 1 dans T(s) contenu dans T(s)= .
Pour tout ; # C c (U }
uG(s)), =>0 assez petit, on a
?(:; dx)=|
TT(s)
:3(x) ?(s2(x)) {|U_k ;( y exp(tE )) |V :1(v)
_?(exp(v) sy exp(tE ) exp(&v)) dv dt dy= ?(s2(x))&1 dx
=|
TT(s)
:3(x) ?(s2(x)) |
U {|k ;( y exp(tE )) (t) dt=
_J(sy) dy ?(s2(x))&1 dx* ,
ou J(sy) est l’ope rateur
J(sy)=|
V
:1(v) ?(exp(v) sy exp(&v)) dv. (34)
On remarquera que J(s) est l’ope rateur de fini par la formule 26 du
nume ro 29.2.
30.3. Ce nume ro est consacre a l’e tude de l’ope rateur J(sy).
Proposition. Si U est suffisamment petit, on peut choisir :1 de sorte
qu’il existe un sous-espace vectoriel W de HE* , de dimension finie, tel que
Im(J(sy))/W, pour tout y # U.
De plus
J(sy)=J(s),
pour tout y # U.
289FORMULE DU CARACTE RE
De monstration. On a
J(sy)=|
V
:1(v) SE*(sy) ?E*(exp((sy)&1 } v) exp(&v)) dv
=|
V
:1(v) S(sy) ?E*(exp((sy)&1 } v&v))
_(&12 B(((sy)
&1&1) } v, v)) dv
=|det((sy)&1&1)V |&1 |
V
:1(((sy)&1&1)&1 v)
_(&12 B(v, ((sy)
&1&1)&1 v)) S(sy) ?(exp(v)) dv.
On pose
J$(sy)=|det((sy)&1&1)V | &1 |
V
:1(((sy)&1&1)&1 v) ?(exp(v))
_(&12B(v, ((sy)
&1&1)&1 v)) dv.
On a
J(sy)=S(sy) J$(sy).
Comme :1 est arbitraire, on peut supposer que :1=c1L , ou L est un
re seau de V et c est un nombre complexe. Alors
J$(sy)=c |det((sy)&1&1)V | &1 |
V
1((sy)&1&1) L(v) ?E*(exp(v))
_(&12B(v, ((sy)
&1&1)&1 v)) dv.
De montrons d’abord le re sultat suivant.
Lemme. Si U est suffisamment petit, on a
((sy)&1&1) } L=(s&1&1) L, \y # U.
De monstration. On sait que s&1&1 # GL(V ). On pose
W1 =GL(V ) (s&1&1) L
=[x # GL(V ) tel que x(s&1&1) L=(s&1&1) L],
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alors W1 est un sous-groupe compact ouvert de GL(V ). Il en re sulte que
W1 } (s&1&1) est un voisinage de (s&1&1), et on a
\x # W1 } (s&1&1), xL=(s&1&1) L.
Soit =$>0 assez petit et conside rons l’application
# : T(s)=$  GL(V )
y [ (sy)&1&1.
Elle est continue et #(1)=s&1&1 donc #&1(W1 } (s&1&1)) est un ouvert de
T(s)=$ qui contient 1. Il suffit donc de prendre U assez petit pour qu’il soit
contenu dans #&1(W1 } (s&1&1)). D’ou le lemme. K
Revenons a la de monstration de la proposition.
Si U est assez petit, on a
J$(sy)=c |det((sy)&1&1)V |&1 |
V
1(s&1&1) L(v) ?E*(exp(v))
_(&12B(v, ((sy)
&1&1)&1 v)) dv.
Posons
K0=exp((s&1&1) LOE ).
Alors, pour L assez petit, K0 est un sous-groupe compact ouvert de H et
on a
J$(sy)=c |det((sy)&1&1)V |&1 |
H
1K0(x) ?E*(x) dx
=c |det((sy)&1&1)V | &1 pK0 ,
ou
1
mes(K0)
pK0=
1
mes(K0) |H 1K0(x) ?
2
E*(x) dx
est le projecteur sur le sous-espace des vecteurs K0 -invariants de HE* .
Finalement, on a
J(sy)=c |det(s&1&1)V |&1 S(s) S( y) pK0 .
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Mais pour U assez petit, S( y) envoie les e le ments de HK0E* sur H
K0
E* . En
effet, soit v # HK0E* , on a
pK0 S( y) v=|
H
1K0(x) ?E*(x) S( y) v dx
=|
H
1K0(x) S( y) ?E*( y
&1xy) v dx
=S( y) v,
si U est suffisamment petit pour que y&1K0 y soit contenu dans K0 .
Il en re sulte que S( y) pK0= pK0 , pour tout y # U. D’ou le premier point
de la proposition.
Ainsi S induit une repre sentation continue de dimension finie d’un sous-
groupe compact ouvert, contenu dans U, de T(s) dans Im pK0 . Le re sultat
cherche est alors conse quence du fait que le groupe de Lie GL(Im pK0) n’a
pas de sous-groupes non triviaux arbitrairement petits. K
30.4. Suite de la de monstration de la formule du caracte re. Il re sulte
de la proposition 30.3 que, si U est assez petit, l’on a
?(:; dx)=|
TT(s)
:3(x) ?(s2(x)) |
U {|k ;( y exp(tE )) (t) dt= J(s) dy
_?(s2(x))&1 dx* .
Par conse quent
3?(:; dx)=tr(J(s)) |
TT(s)
:3(x) |
U {|k ;( y exp(tE )) (t) dt= dy dx*
=tr(J(s))(; b expG(s) dY )  (E*)
=8(s) |det(1&s&1)V | &12 (; b expG(s) dY )  (E*),
d’apre s 29.3.3. D’ou le re sultat.
31. Le caracte re de la repre sentation me taplectique. Dans ce para-
graphe, nous donnons une formule pour le caracte re de la repre sentation
me taplectique. M. Duflo (non publie ) a de montre une formule e quivalente
dans le cas d’un corps fini en caracte ristique diffe rente de 2. J. Adams
([A]) et P. Torasso ([To]) ont, par des proce de s diffe rents, obtenu dans
le cas re el cette formule sur l’ouvert des e le ments re guliers.
Les notations sont celles du nume ro 30. Rappelons que S est la repre sen-
tation de ShaleWeil du groupe me taplectique Mp(V). Cette repre sentation
est somme de deux sous-repre sentations irre ductibles. Le fait qu’un groupe
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alge brique re ductif de fini sur k est CCR a e te de montre par I. N. Berstein
[Ber]. Ce re sultat a e te e tendu par M. H. Sliman ([Sl], the ore me 1.2.3) au
cas de groupes de classe Ck re ductifs. En particulier toute repre sentation
unitaire irre ductible de Mp(V ) est admissible. On en de duit que S est
admissible. En utilisant [Ha1], la fonction ge ne ralise e 3 qu’elle de finit est
une fonction localement inte grable sur Mp(V ) et si on note Mp(V )$
l’ensemble des e le ments semi-simples re guliers de Mp(V ) (un e le ment de
Mp(V) est dit re gulier si son image dans Sp(V ) l’est) la fonction 3 est
localement constante sur Mp(V )$. Dans cette partie nous allons calculer la
fonction 3 en montrant qu’elle est localement constante sur un ouvert plus
grand.
On pose
Mp(V)"=[x # Mp(V ) tel que det(1&Adx)V {0].
Il est clair Mp(V)" est un ouvert Mp(V)-semi-simple. De plus il contient
Mp(V)$. En effet, prenons un e le ment semi-simple re gulier x de Sp(V ). Il
est contenu dans un tore maximal T de Sp(V ), de fini sur k. D’apre s
[Bo-Se] il existe une extension galoisienne de degre fini de k sur laquelle
T se de ploie. On peut donc supposer que les e le ments de T sont repre sente s
par des matrices diagonales. On de finit :i , i # [1, 2, ..., n], n=dim T,
:i ( y)= y2i , y # T,
ou yi est le coefficient diagonal d’ordre i de la matrice y. Alors :i , i=1, 2, ..., n
sont des racines de Sp(V ) par rapport a T. Comme x est semi-simple
re gulier, on a
:i (x){1, \i # [1, 2, ..., n].
D’ou le re sultat.
Soit la fonction 3 de finie presque partout sur Mp(V ), en posant
3 (x)=8(x) |det(1&x)V |&12, pour tout x # Mp(V)", (35)
la fonction 8 a e te de finie dans le nume ro 27.
The ore me. La fonction 3 est localement constante sur Mp(V )" et
localement inte grable sur Mp(V ). De plus, on a l ’e galite de fonctions
ge ne ralise es
3=3 .
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De monstration. Soit s un e le ment semi-simple de Mp(V )" et soit =>0
suffisamment petit. On de finit une application I de H_(Mp(V )"_Z)
(Z e tant le centre de H ) a valeurs dans G par
I(x, y)=xyx&1,
pour tout x # H, y # Mp(V )"_Z. On sait que I est une submersion et que
W(s, =)=Im(I ) est un ouvert, G-semi-simple, de G. D’autre part, on
de signe par W$(s, =) l’image de Mp(V)_Mp(V )(s)= dans Mp(V ) par
l’application " de finie par, "(x, y)=xsyx&1, pour tout x # Mp(V ),
y # Mp(V )(s)= . Pour tout ; # C c (W$(s, =)_Z) et : # C

c (H) tel que
H :(x) dx=1, la fonction :; est un e le ment de C

c (H_(Mp(V )"_Z))
et supp I:; est contenu dans W(s, =). En utilisant la proposition 23.1,
on a
?(I:; dx)=|
W(s, =)
I:;(x) ?(x) dx
=|
H_(Mp(V )"_Z)
:(x) ;( y) ?(xyx&1) dx dy
=|
H
:(x) ?(x) {|Mp(V )"_Z ;( y) ?( y) dy= ?(x)&1 dx.
Si la fonction ; est de la forme ;1 ;2 , ou ;1 # C c (W$(s, =)) et
;2 # C c (Z), on a
|
Mp(V )"_Z
;( y) ?( y) dy=|
Mp(V )"_Z
;1( y) ;2(z) S( y) /E*(z) dz dy
=/E*(;2) S(;1).
On en de duit que
3?(I: (;1;2))=/E*(;2) 3(;1),
puisque H :(x) dx=1.
On note aussi /E* la fonction invariante sur W(s, =) telle que
/E*((sx, exp(tE )))=(t), pour tout x # Mp(V )(s)= , t # k.
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En utilisant les the ore mes 23.2 et 30, on a
/E*(;2) 3(;1)=|
GG(s)
|
G(s)=
%s( y) I: (;1 ;2)(xsyx
&1)
_|det(1&Ad(sy)&1)gg(s) | dy dx*
=3 (s) |
GG(s)
[(I: (;1 ;2)(xs( } ) x
&1)
_1G(s)=( } ) |det(1&(s } )
&1)gg(s) | ) b expG(s)] g(s) (E*) dx*
=3 (s) |
W(s, =)
I: (;1;2)(x) /E*(x) dx,
Ainsi, si le support de la fonction ;1 est inclus dans W$(s, =), on a
/E*(;2) 3(;1)=3 (s) /E*(;2) |
W$(s, =)
;1(x) dx.
Il en re sulte que
3(;1)=3 (s) |
W$(s, =)
;1(x) dx,
pour tout ;1 # C c (W$(s, =)). K
Nous allons terminer cette partie en donnant une expression pour le
caracte re de chacun des morceaux irre ductibles de la repre sentation
me taplectique. Soit z=(&I, ,) # Mp(V ) tel que son image dans Sp(V) soit
&I. Alors z est central. Soit l un lagrangien de V et notons Hl l’espace de
?E* . Donc
S(&I, ,)=,(l ) S$E*(&I ).
Notons
H+l =[. # Hl tel que S$E*(&I )(.)=.],
et
H&l =[. # Hl tel que S$E*(&I )(.)=&.].
Comme S$E*(&I )2=Id, on a Hl=H+l H
&
l . On ve rifie que H
&
l et H
+
l
sont les deux composantes irre ductibles de S. On de signe par S\ la restric-
tion de S a H\l .
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Soit 3\ le caracte re de la repre sentation S\. Alors
3=3++3&.
Si {z de signe l’ope ration de translation par z sur les densite s
{z(. dx)=.(z&1 } ) dx
ainsi que l’ope ration qui s’en de duit sur les fonctions ge ne ralise es
({z3, . dx) =(3, {z&1(. dx)) ,
alors on a
{z3=,(l )&1 (3+&3&).
On de duit du the ore me pre ce dent que {z3 est une fonction localement
inte grable, C sur l’ouvert
zMp(V )"=[x # Mp(V ) tel que det(1+x)V {0].
Par suite 3+ et 3& sont des fonctions localement inte grables et C sur
l’ouvert Mp(V )-semi-simple
Mp(V )$$$=[x # Mp(V) tel que det(1&x2)V {0].
Remarque. Mp(V)$/Mp(V )$$$.
Soit x # Mp(V )$$$ et soit s=xs sa partie semi-simple. On reprend les
notations du nume ro 27. Les sous-espaces lagrangiens l1 et l2 posse dent par
rapport a zs les me^mes proprie te s que par rapport a s. Alors il n’est pas
difficile de montrer que l’on a:
3\(x)=3\(xs)
= 12(l1+l2)[#(Qxs, l2) |det(1&x
&1
s )V |
&12
\#(Qzxs, l2) |det(1+x
&1
s )V |
&12].
DEUXIE ME PARTIE
La formule du caracte re pour certaines repre sentations d ’un groupe
de Lie presque alge brique sur un corps p-adique
32. Le but essentiel de cette partie est de donner une description
globale des caracte res de certaines repre sentations unitaires irre ductibles
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des groupes presque alge briques G sur un corps p-adique. Pour ce faire,
nous e tablissons une formule du caracte re au voisinage des e le ments
semi-simples s de G.
Duflo a parame tre l’ensemble des classes de repre sentations unitaires
irre ductibles de G par certaines classes de conjugaison sous G de couples
(g, {), ou g est une forme line aire de type unipotent sur g, et { une
repre sentation unitaire irre ductible de l’extension me taplectique au-dessus
du centralisateur de g dans G.
Supposons que la done e d’admissibilite { soit de dimension finie, nous
de finissons une fonction ,g, {, s sur l’ensemble des points fixes de s dans
l’orbite de g, constante sur chaque G(s)-orbite. Lorsque G est le produit
semi-direct du groupe me taplectique avec le groupe de Heisenberg, la fonc-
tion ,g, {, s prend une seule valeur qui est une racine huitie me de l’unite . De
plus, si s&1 est inversible, ce nombre est la phase de la valeur du caracte re
de la repre sentation de Weil du groupe me taplectique au point s.
En supposant que { soit de dimension finie (cette condition est satisfaite
pour les groupes a radical co-compact, en particulier donc pour les groupes
re solubles), nous de montrons que, si l’orbite de g dans le dual de g est
ferme e, la classe de repre sentations unitaires irre ductibles associe e est
admissible et que son caracte re est donne , au voisinage de s, par une
formule a la DufloHeckmanVergne, en termes de transforme es de
Fourier des points fixes de s dans l’orbite de g et de la fonction ,g, {, s .
33. Dans ce paragraphe on rappelle la construction de Duflo des
repre sentations unitaires irre ductibles des groupes presque alge briques.
33.1. Soit (G, F, G) un groupe de classe Ck . On note g son alge bre
de Lie et p l’application naturelle de G dans Gk . Soit g # g*, munissons
gg(g) de la forme symplectique G(g)-invariante ;g . Ainsi, l’extension
me taplectique (G(g))g de G(g) correspondant a son action sur gg(g)
existe. On de signe par (1, =) l’e le ment non trivial du noyau de cette extension.
On de signe par YG(g) l’ensemble des classes d’e quivalence de repre senta-
tions unitaires irre ductibles de (G(g))g dont la restriction a u(G(g))g est un
multiple du caracte re associe a g |ug(g) , note /g , et qui prennent la valeur &1
au point (1, =).
Soit R un facteur re ductif de G(g) de fini sur k, on pose
R= p&1(Rk) et R =[(x, y) # R_Rgk tel que p(x)=:( y)],
ou : est la surjection naturelle de Rgk dans Rk . Avec ces notations,
les e le ments de YG(g) s’identifient naturellement avec les classes des
repre sentations unitaires irre ductibles { de R telles que {(1, (1, =))=&Id.
297FORMULE DU CARACTE RE
Proposition. Avec les notations ci-dessus, si G est a radical co-com-
pact, les repre sentations unitaires irre ductibles du groupe R sont de dimension
finie.
33.2. Dans [Du2], M. Duflo a de fini la notion de forme line aire de
type unipotent sur une alge bre de Lie alge brique. Pour arriver a la
de finition, on a besoin des de finitions suivantes.
De finition. Soient g # g* et b une sous-alge bre de g. On dit que b est
co-isotrope (relative a g, s’il est ne cessaire de pre ciser) si l’orthogonal de b
par rapport a ;g est contenu dans b.
De finition. On dit que la sous-alge bre co-isotrope, relative a g, b est
de type fortement unipotent si elle est alge brique et si l’on a b=g(g)+ ub.
De finition. Une forme line aire g sur g est dite de type unipotent si
les deux conditions suivantes sont re alise es.
(1) Il existe un facteur re ductif de g(g) contenu dans ker g.
(2) Il existe une sous-alge bre de type fortement unipotent
relativement a g.
Remarque. La condition (1) implique que g s’annule sur tous les
facteurs re ductifs de g(g), puisqu’ils sont tous conjugue s par G(g).
E tant donne s une forme de type unipotent g # g* et { # YG(g), M. Duflo
a fait correspondre au couple (g, {) une classe de repre sentations unitaires
irre ductibles, note e ?g, { , de G ayant les proprie te s suivantes:
(1) Pour tout automorphisme a de (G, F, G), on a ?ag, a{=a?g, {
(ou a{={ b a&1 et a?g, {=?g, { b a&1);
(2) Soit {$ # YG(g); ?g, { et ?g, {$ sont e quivalentes si et seulement si
{ et {$ sont e quivalentes;
(3) Soit g$ une forme de type unipotent sur g et {$ # YG(g$); on
suppose que g et g$ ne sont pas dans une me^me G-orbite, alors ?g, { et ?g$, {$
sont ine quivalentes.
En fait, si on de signe par YG l’ensemble des couples (g, {), ou g est de
type unipotent et { # YG(g), le groupe G ope re naturellement dans YG et la
correspondance ci-dessus induit une bijection de G"YG sur le dual unitaire
de G. Ainsi on obtient une description du dual unitaire de G, supposant
connus le dual des groupes re ductifs. Dans la suite, on a besoin du re sultat
suivant.
33.3. Soit g une forme line aire sur g. On a le re sultat suivant qui
de coule du lemme 10 de [Di2].
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Lemme. L’alternative suivante e puise les cas qui peuvent se pre senter.
v L’alge bre de Lie g contient un ide al abe lien u, G-invariant et inclus
dans le radical unipotent de g tel que, si on pose u= g |u , on ait
dim(g(u)ker u)<dim g.
v Le radical unipotent de g est ou bien nul, ou bien une alge bre de
Heisenberg de dimension 2n+1 (n0) avec centre, note z, central dans g et
la restriction de g a z est non nulle.
Compte tenu de ce lemme, il est clair que les re sultats des deux
paragraphes suivants permettent de de terminer par re currence sur la
dimension de G les repre sentations ?g, { .
33.4. Les notations sont celles des nume ros 24.4 et 24.5. Soit T un
groupe re ductif agissant par des automorphismes symplectiques sur l’espace
symplectique (V, B) et G le produit semi-direct de T par H. On de finit une
forme line aire E* sur l’alge bre de Lie g de G, en posant
E*(E )=1 et E*(t+V )=0,
ou t est l’alge bre de Lie de T. De signons par ?E* la repre sentation de H
associe e a la forme line aire E*h et par SE* la repre sentation de LionPerrin
de T h=T V associe e a ?E* . Alors si { est un e le ment de YG(E*), vu comme
une repre sentation de T V, on a
?E*, {={SE*?E* . (36)
33.5. On reprend les notations de la Section 33.2. On se donne g # g*
une forme de type unipotent, et { # YG(g). Soit u un ide al abe lien,
G-invariant, de g et soit U le sous-groupe unipotent de G d’alge bre de Lie
u. On note u la restriction de g a u et on pose h=g(u). On de signe par H
le groupe G(u) et on note H l’adhe rence de Zariski de p(H) dans G. Alors
(H, F, H) est un groupe de classe Ck . On note h la restriction de g a h et
on conside re le groupe H(h)h. D’apre s Pukanszky [Pu1], on a
H(h)=G(g) U, H(h)=G(g) U, h(h)=g(g)+u et
U } g=g+(h+u)=.
On en de duit que
H(h)h=G(g)h U.
On pose q=ker (u |u). Soit Q le sous-groupe, de fini sur k, de H d’alge bre
de Lie q; le groupe de ses k-points sera note Q. On conside re le groupe
quotient HQ qu’on notera, dans la suite, G1 . On note F1 l’image de F dans
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G1 par la projection naturelle de H dans G1 et G1 l’adhe rence de Zariski
de G1F1 dans HQ. On montre que (G1 , F1 , G1) est un groupe de classe
Ck . Enfin on pose g1=hq et on note g1 l’e le ment de g*1 induit de h par
passage au quotient.
A l’e le ment { de YG(g), on va associer un e le ment {1 de YG1(g1).
Rappelons qu’un e le ment de G(g)g (resp. G(g)h) s’e crit (x, .) (resp. (x, )),
ou x # G(g) et .,  sont des fonctions sur l’espace des lagrangiens de g et
h respectivement. On montre qu’il existe un unique e le ment {1 de YG1(g1)
tel que l’on ait, pour tout (x, ) # G(g)h,
{1( p$(x, ))==.&1{(x, .), (37)
ou (x, .) est un e le ment de G(g)g tel que son image dans G(g) soit l’e le -
ment x, .&1 est le scalaire de fini comme dans le lemme de la section 24.7
et p$ un homomorphisme surjectif de H(h)h sur G1(g1)g1 de noyau Q.
En revanche, on conside re la repre sentation ?g1, {1 du groupe G1 comme
une repre sentation de H. La repre sentation induite IndGH(?g1, {1) du groupe
G est alors bien de finie et on a
?g, {=IndGH(?g1, {1). (38)
34. Les notations sont celles du nume ro 33.5. On note 0g=G } g,
l’orbite de g sous l’action de G. Conside rons l’application line aire
p : g*  u*
f [ f |u
et notons 0u=[ f # 0g tel que p( f )=u]= p&1(u) & 0g . D’apre s Pukanszky
(voir [Pu1] p. 500501) 0u est sature par rapport a p.
Conside rons aussi l’application
q : g*  h*
f [ f |h
et posons 0h=q(0u)=H } h. Soit t un supple mentaire de h dans g. Pour
chaque f # h*, on de finit un e le ment f de g*, en posant
f ={f0
sur h
sur t
Soit dx, dy des mesures de Haar sur G et sur H respectivement et soit dX,
dY les mesures de Haar sur g et sur h qui correspondent a dx, dy respec-
tivement. Munissons GH de la forme line aire positive G-invariante
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dx* =dxdy, les orbites 0g et 0h des mesures de Liouville, et h= de la
mesure dt duale de dXdY. On peut donc e noncer le re sultat.
Proposition. Avec les notations ci-dessus on a, pour tout . # C c (0g),
|
0g
.(l ) d+0g(l )=|
GH
|
0h
|
h=
.(x( f +t)) dt d+0h( f ) dx* .
De monstration. Cette proposition se de montre de la me^me fac on que
dans le cas re el, en changeant la notion de formes diffe rentielles par la
notion de densite s lisses, (voir [Ki2]). K
35. On reprend les notations des nume ros 24.5 et 33.4. On de signe par
, l’application
, : V
v

[
0E*
exp(v) } E*
Il est clair que , est un diffe omorphisme, de plus, on a le re sultat suivant.
Lemme. L’image de la mesure autoduale de V par , est la mesure de
Liouville sur 0E* .
La formule du caracte re au voisinage des e le ments semi-simples pour
un groupe presque alge brique sur un corps p-adique
36. Soit (G, F, G) un groupe de classe Ck et g son alge bre de Lie. Pour
toute forme line aire g sur g, { un e le ment de YG(g) de dimension finie, et
s un e le ment semi-simple de G, on de finit une fonction ,g, {, s sur
0g & g*(s), constante sur chaque G(s)-orbite, de la manie re suivante: Soit
x # G tel que x } g # 0g & g*(s). On note \x l’application naturelle de
G(x } g)g dans Mp(gg(x } g)). La valeur de la fonction ,g, {, s au point x } g
est donne e par
,g, {, s(x } g)=tr(x{(s~ )) 8(\x(s~ )), (39)
ou s~ est un rele vement de s dans G(x } g)g. La fonction ,g, {, s est l’analogue
de la fonction introduite par M. Duflo, G. Heckman, et M. Vergne dans le
cas re el (voir [DHV]).
Proposition. Les notations sont celles ci-dessus, la fonction ,g, {, s est
constante sur chaque G(s)-orbite dans 0g & g*(s).
37. Soit g une forme line aire de type unipotent sur g et { un e le ment de
YG(g). La classe des repre sentations unitaires irre ductibles de G associe e a
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(g, {) par la me thode des orbites de KirillovDuflo est note e ?g, { . Si ?g, {
est admissible, elle de finit une fonction ge ne ralise e G-invariante sur G
3g, {(. dx)=tr(?g, {(. dx)), pour tout . # C c (G),
dx e tant une mesure de Haar sur G. Soit s un e le ment semi-simple de G et
=>0 assez petit. D’apre s le the ore me 23.1, il existe une unique fonction
ge ne ralise e %g, {, s , G(s)-invariante, sur G(s)= associe e a 3g, { . C’est la restric-
tion de 3g, { a G(s)= . On note d+0g & g*(s) la mesure sur 0g & g*(s) telle que
sa restriction a chaque G(s)-orbite soit la mesure de Liouville. Le re sultat
principal dans cette partie est le suivant.
The ore me. On suppose que l ’orbite 0g=G } g de g sous l ’action de G
est ferme e dans g* et que { est de dimension finie. La repre sentation ?g, { est
admissible et on a, pour tout ; # C c (G(s)=), =>0 assez petit,
%g, {, s(; dy)=|
0g & g*(s)
(; b expG(s) dY ) g(s) (l ) ,g, {, s(l )
_|det(1&s&1) (1&s)(gg(l )) |&12 d+0g & g*(s)(l ), (40)
dy et dY e tant des mesures de Haar sur G(s) et g(s) respectivement qui se
correspondent.
Remarque. Lorsque s=1, la formule 40 ci-dessus s’e crit aussi
3g, { | G= b expG=dim {(d+0g) |g= . (41)
La formule 41 est la formule universelle du caracte re de Kirillov.
38. La de monstration du the ore me 37 se fait par re currence sur la
dimension de G. Compte tenu du Lemme 33.3, il suffit d’une part de
de montrer ce the ore me dans le cas du nume ro 33.4, c’est-a -dire le produit
semi-direct d’un groupe de Heisenberg par un groupe re ductif agissant
trivialement sur son centre et d’autre part de de montrer dans le cas du
nume ro 33.5, que si le the ore me est vrai pour G1 alors il est vrai pour G.
Dans le cas ou le radical unipotent ug de g est nul, la forme line aire de type
unipotent g est nulle, la repre sentation unitaire conside re e de G est, par
hypothe se, de dimension finie et il n’y a rien a prouver.
La de monstration du the ore me 37 dans le cas du nume ro 33.4
La de monstration au voisinage de l ’e le ment neutre
39. On commence par de montrer le the ore me 37, dans le cas du
nume ro 33.4, au voisinage de l’e le ment neutre. On reprend donc les notations
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des nume ros 24.4, 24.5, et 33.4. D’apre s la proposition 25, la repre sentation
?E* de H est admissible. En utilisant la proposition 30.3, la repre sentation
SE*?E* du groupe T V < H, produit semi-direct de T V par H, l’est aussi.
Comme { est suppose e de dimension finie, on en de duit que ?E*, { est
admissible.
39.1. Dans cette section, nous donnons une re alisation de la repre -
sentation ?E*, { . Fixons (e1 , e2 , ..., en , f1 , f2 , ..., fn) une base symplectique
de (V, B), et soit
r=Oe1+Oe2+ } } } +Oen+Of1+Of2+ } } } +Ofn
le re seau autodual relativement a " b B, i.e.
r=r* :=[v # V tel que " b B(v, r)=1]=[v # V tel que B(v, r)/O],
puisque [B(#, #$), # # r*, #$ # r] est un sous-O-module de k. Posons
R=exp(r+kE )=[(#, t) tel que # # r, t # k].
Lemme. L’ensemble R est un sous-groupe de H et Rexp(OE ) est un
sous-groupe abe lien maximal dans Hexp(OE ).
On fixe un caracte re / de R ve rifiant
/(exp(tE ))="(t), pour tout t # k.
Un tel caracte re existe (voir [We3], chap. 6). Dans le cas p{2 on peut
prendre / tel que
/(exp(#+tE))="(t), pour tout # # r, t # k.
On note :/ la fonction de r a valeurs dans C de finie par
:/(#)=/(exp(#)), pour tout # # r.
Elle ve rifie la relation
:/(#1+#2)=:/(#1) :/(#2) "(&12B(#1 , #2)), pour tout #1 , #2 # r.
On munit (V, B) (resp. k) de la mesure autoduale dv (resp. dt), r de la
mesure de Haar d#, restriction de dv a r. On note dz la mesure de Haar sur
H, correspondante a dv_dt, et dm sa restriction a R. Les mesures de Haar
dzdm et dvd# sur HR et Vr sont note es dz* et dv* respectivement. D’apre s
([Ho2], [Moe-Vi-Wa] ou [D]), la repre sentation IndHR / de H est unitaire
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irre ductible. Note e dans la suite ?r, / , elle agit dans l’espace H des
fonctions . de H a valeurs dans C, mesurables et ve rifiant les relations:
.(xy)=/( y)&1 .(x), pour tout x # H, y # R, et |
HR
|.(x)|2 dx* <,
par la formule
(?r, /(x) .)( y)=.(x&1y), pour tout x # H, y # H.
Comme ?r, /(exp(tE ))=(t) Id pour tout t # k, les deux repre sentations ?E*
et ?r, / sont e quivalentes (the ore me de Stone-von Neumann). Conside rons
l’espace Hr, / des fonctions . de V a valeurs dans C, mesurables et ve rifiant
les proprie te s:
.(v+#)=:/(#) ( 12B(v, #)) .(v), pour v # V, # # r,
et |
Vr
|.(v)|2 dv* <.
Alors Hr, / est un espace de Hilbert, de plus H agit dans cet espace par
(?r, /(x) .)(v)=(t& 12B(v, w)) .(v&w), (42)
pour tout x=(w, t) # H, . # Hr, / , et v # V. L’ope rateur
C : H  Hr, /
. [ .~ t.q .~ (v)=.(v, 0)
est unitaire, entrelac ant les deux repre sentations ci-dessus. Pour le besoin,
on identifiera les deux espaces H et Hr, / au moyen de C. Posons
T(r, /)=[x # T tel que x } r=r et x/=/].
Comme r est un re seau dans V et comme
(Rexp(O } E )) =[’ # (Rexp(O } E ))  tel que ’(exp(tE ))=(t), \t # k]
est discret pour la topologie de Gelfand, T(r, /) est un sous-groupe ouvert
de T. Pour chaque e le ment x de T(r, /), on peut de finir un ope rateur _R
agissant dans Hr, / , en posant,
(_R(x) .)(v)=.(x&1 } v), pour tout . # Hr, / .
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Certainement, on a l’assertion
_R(x) ?r, /( y)(_R(x))&1=?r, /(xyx&1),
pour tout y # uG. De plus, on a le re sultat suivant.
Proposition. Avec les notations ci-dessus, _R est une repre sentation
unitaire du groupe T(r, /).
De monstration. Soit x # T(r, /) et . # Hr, / . On a
&_R(x) .&2=|
Vr
|.(x&1 } v)|2 dv* =|det xV | &.&2=&.&2.
D’ou la proposition. K
On en de duit qu’il existe un caracte re unitaire de TV (r, /), note {0 , tel
que
Sr, /(x^)={0(x^) _R(x),
ou TV (r, /) de signe l’image re ciproque de T(r, /) dans l’extension
me taplectique TV de T et Sr, / est la repre sentation de LionPerrin associe e
a ?r, / (voir nume ro 24.8). Alors, on a ?E*, {={Sr, /?r, / .
39.2. On reprend les notations du paragraphe pre ce dent. On de signe
par E{ l’espace de {. Soit f une fonction localement constante a support
compact dans T(r, /) < uG et dy une mesure de Haar sur T. On pose
dx=dy_dz. Pour tout . # Hr, / et pour tout  # E{ , on a
{Sr, /?r, /( f dx)(.)
=|
T(r, /)
{( y^) | uG f ( yz) Sr, /( y^) ?r, /(z) . dz dy.
Il en re sulte que
{Sr, /?r, /( f dx)=|
T(r, /)
{( y^)Tf ( y^) dy, (43)
ou
Tf ( y^)=| uG f ( yz) Sr, /( y^) ?r, /(z) dz,
pour chaque y^ # TV.
Commenc ons par de montrer que l’ope rateur Tf ( y^) est a trace.
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Proposition. L’ope rateur Tf (x^) est a trace, de plus
|tr(Tf (x^))|g(x), pour tout x # T(r, /),
ou g est un e le ment de C c (T(r, /)).
De monstration. On peut supposer que la fonction f est de la forme
f1  f2 ou f1 est un e le ment de C c (T(r, /)) et f2 appartient a C

c (
uG).
Donc, on a l’e galite suivante
Tf (x^)= f1(x) Sr, /(x^) ?r, /( f2 dz).
Comme Sr, /(x^) est un ope rateur borne , Tf (x^) est un ope rateur a trace
(d’apre s la proposition 25). Puisque Sr, /(x^) est unitaire, on a
|tr(Tf (x^))|| f1(x)| (&?r, /( f2 dz)&1),
ou
&?r, /( f2 dz)&1=sup
v, w
:
i
|(?r, /( f2 dz) vi , wi) |,
(v, w) e tant des bases hilbertiennes de Hr, / . D’ou la proposition. K
39.2.1. Dans la suite, nous allons e tudier la trace de l’ope rateur
Tf (x^). On suppose que la mesure de Haar dz sur uG soit dv_dt, ou dv
(resp. dt) est la mesure autoduale sur V (resp. k). Soit W un voisinage
ouvert de 1 dans T(r, /)= , =>0 suffisamment petit. Si f # C c (W }
uG), on
a, pour tout . # Hr, / ,
Tf (x^) .(v)={0(x^) |
V_k
[?r, /(( y, t)) .] (x&1 } v) f (x( y, t)) dy dt
={0(x^) |
Vr_r_k
(t+ 12 B(x
&1 } v&(w+#), x&1 } v)) .(w+#)
_f (x(x&1 } v&(w+#), t)) dt d# dw* ,
ou d# est la restriction de la mesure autoduale dv sur V a r et dw* =dvd#.
Comme B(x&1 } v&(w+#), x&1 } v)=&B(w+#, x&1 } v) et .(w+#)=:/(#)
( 12 B(w, #)) .(w), on a
Tf (x^) .(v)=|
Vr
Af (v, w) .(w) dw* ,
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ou
Af (v, w)={0(x^) |
r_k
:/(#) (t& 12B(w+#, x
&1 } v&#))
_f (x(x&1 } v&(w+#), t)) dt d#,
pour tout v, w # V. Il s’ensuit que l’ope rateur Tf (x^) est un ope rateur a
noyau, de noyau Af (v, w). En utilisant la proposition ci-dessus et le
the ore me de Mercer, on a
tr(Tf (x^))=|
Vr
Af (v, v) dv* .
On ve rifie que l’on a
Af (v+#, v+#)=Af (v, v),
pour tout v # V et # # r. Par conse quent
tr(Tf (x^))=|
V
Af (v, v) dv
={0(x^) |
V
|
r_k
f (x((x&1&1) } v&#, t))
_(t& 12 B(v+#, x
&1 } v&#)) :/(#) dt d# dv.
Si on suppose que x appartient a l’ensemble
[x # T(r, /) tel que det(x&1)V {0],
on a les e galite s suivantes
tr(Tf (x^))={0(x^) |
V_r_k
|det(x&1&1)V |&1 :/(#) f (x(v&#, t))
_(t& 12B((x
&1&1)&1 v+#, x&1(x&1&1)&1 v&#)) dt d# dv
={0(x^) |
V_r_k
|det(x&1&1)V |&1 :/(#) f (x(v, t))
_(t& 12B((x
&1&1)&1 (v+#)+#, x&1(x&1&1)&1
_(v+#)&#)) dt d# dv.
Dans la suite, on a besoin du re sultat suivant.
39.2.2. Les notations sont celles du paragraphe pre ce dent.
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Lemme. Soit x # T tel que det(x&1)V {0, on pose
ax=
1
2
[(1&x)&2&(1&x&1)&2]=
1+x
2
(1&x)&1.
Alors, on a
B((x&1&1)&1 (v+#)+#, x&1(x&1&1)&1 (v+#)&#)
=B(axv, v)&B(ax #, #),
pour tout v # V, et pour tout # # r.
De monstration. Il re sulte de ce que l’action de x dans V est symplectique
que l’on a B((x&1&1)&1 v, w)=B(v, (x&1)&1 w).
Soit # # r, on a
B((x&1&1)&1 (v+#)+#, (1&x)&1 (v+#)&#)
=B((x&1&1)&1 v, (1&x)&1 v)+:+;,
ou
;=B((x&1&1)&1 v, (1&x)&1 #&#)+B((x&1&1)&1 #, (1&x)&1 v)
+B(#, (1&x)&1 v)
et
:=B(((x&1&1)&1+1) #, (1&x)&1 #&#).
En premier lieu, je pre tends que ;=0. En effet,
;=B((x&1&1)&1 v, (1&x)&1 #&#)
+B(x2(1&x)&1 #, (x&1&1)&1 v)+B(#, (1&x)&1 v)
=B((x&1&1)&1 v, (1&x)&1 (1&x2) #&#)+B(#, (1&x)&1 v)
=B((x&1&1)&1 v, x#)+B(#, (1&x)&1 v)
=0.
De plus,
:=B(#, 12 [(1&x)
&2&(1&x&1)&2] #)=B(#, ax#).
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En effet,
:=B(#, ((x&1)&1+1)((1&x)&1&1) #)
= &B(#, (x&1)&2 x2#)
=B((x&1&1)&2 #, #)
=B(#, (x&1)&2 #).
On en conclut que
B((x&1&1)&1 (v+#)+#, x&1(x&1&1)(v+#)&#)=B(axv, v)&B(ax#, #),
et le lemme est de montre . K
39.2.3. Pour chaque x # T tel que det(x&1)V {0, on de finit une
forme quadratique Qx sur V, en posant,
Qx(v)=B(axv, v),
pour tout v # V, dont la forme polaire est
Qx(v, w)=B(axv, w).
Alors, on a
tr(Tf (x^))={0(x^) |
V_k
|det(x&1)V |&1 f (x(v, t)) (t& 12B(axv, v))
_{|r :/(#) ( 12Qx(#)) d#= dt dv.
Maintenant nous allons e valuer l’inte grale r :/(#) (
1
2 Qx(#)) d#. Prolon-
geons la fonction :/ par 0 en dehors de r et identifions V* a V au moyen
de B. Alors, il existe une fonction ;/ localement constante a support
compact dans V telle que
:/(v)=|
V
;/(w) (B(v, w)) dw,
pour tout v # V. Par conse quent
|
r
:/(#) ( 12Qx(#)) d#=|
V {|V ;/(w) (B(v, w)) dw= ( 12Qx(v)) dv
=|
V {|V ;/(w) (B(w, v)+ 12Qx(v)) dw= dv.
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Comme
1
2B(axv+w, v+a
&1
x w)=
1
2Qx(v)+B(w, v)+
1
2B(w, a
&1
x w),
on a
|
r
:/(#) ( 12Qx(#)) d#
=|det axV |&1 |
V {|V ;/(w&v) (&12B(w&v, a&1x (w&v)))
_( 12B(w, a
&1
x w)) dw= dv.
Cependant, on a
a&1x =2(1&x)(1+x)
&1=4a&x ,
alors
|
r
:/(#) ( 12Qx(#)) d#
=|det axV |&1 |
V {|V ;/(w&v) ( 124Q&x(w&v))
_(&124Q&x(w)) dw= dv
=|det axV |&1 |4Q&x |&12 #(4Q&x) |
V
;/(v) (2Q&x(v)) dv,
(voir le paragraphe 9).
Il est clair que
|Qx |=|det axV |.
Par conse quent |4Q&x |=|4 det a&xV |=|det a&1xV |=|det axV |
&1, et #(4Q&x)
=#(Q&x). On en de duit que
|
r
:/(#) ( 12Qx(#)) d#=|det axV |
&12 #(Q&x) |
V
;/(V ) (2Q&x(v)) dv.
Enfin, on a
(2Q&x(v))=(2B(a&xv, v))= \12 B \(1&x) \
1+x
2 +
&1
v, v++ .
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Mais l’ensemble
[A # End(V ) tel que A(r)/2r]
est un voisinage de 0 dans End(V), l’application de GL(V ) dans End(V )
qui a x fait correspondre (1&x) est analytique ayant la valeur 0 en 1,
et si x est suffisamment proche de 1 dans T(r, /), (1+x)2 # GL(r)=
[g # GL(V )g(r)=r], si bien qu’on a
 \12 B \(1&x) \
1+x
2 +
&1
v, v++=1,
pour tout v # r.
On en conclut que
|
r
:/(#) ( 12Qx(#)) d#=|det axV |
&12 #(Q&x) |
V
;/(v) dv
=|det axV |&12 #(Q&x).
On prend W suffisamment petit pour que les conditions ci-dessus soient
re alise es en chacun de ses points. Alors, pour chaque x # W tel que
det(x&1)V {0, on a
tr(Tf (x^))={0(x^) |
V_k
|det(x&1&1)V |&1 |det axV |&12 #(Q&x)
_(t& 12 Qx(v)) f (x(v, t)) dt dv.
Comme, pour x suffisamment proche de 1, on a
|det(x&1&1)V | &1 |det axV | &12=|det(1&x)V |&12,
quitte a restreindre W, on obtient
tr(Tf (x^))={0(x^) |
V_k
|det(1&x)V |&12 #(Q&x) (t& 12Qx(v))
_f (x(v, t)) dt dv. (44)
39.2.4. Rendu a ce point, on peut donc e noncer le re sultat suivant
qui est la version p-adique d’un re sultat obtenu par Kirillov dans le cas re el
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([Ki2], Section 4): On note V=log(W). Soit X # V tel que det adXV {0.
On de finit une distribution T $X sur V par
T $X (.)=tr \SE*(expTV (X )) |V .(v) ?E*(exp(v)) dv+ ,
pour tout . # C c (V ).
Si A est un endomorphisme de V, on de finit la forme quadratique QA sur
V, en posant, QA(v)=B(Av, v), \v # V.
Proposition. Si V est suffisamment petit, pour tout X # V tel que
det adXV {0 et pour tout . # C c (V),
T $X (.)=|
V }det 2sh \
adX
2 +V }
&12
# \12 Qsh(adX2)+
_ \14 Qcoth (adX2)(v)+ .(v) dv.
39.2.5. On reprend la de monstration du the ore me. On va mainte-
nant s’inte resser au second terme de la formule du caracte re du
the ore me 39.
D’apre s le lemme 35, on a, pour toute fonction f # C c (G) telle que son
support soit contenu dans (W } uG) & G= , =>0 assez petit,
|
0E*
( f b expG) g (l ) d+0E*
=|
V
( f b expG) g (expG(v) } E*) dv
=|
V
|
t_V_k
( f b expG)(X+w+tE )
_((expG(v) } E*, X+w+tE) ) dX dw dt dv.
On ve rifie facilement que
(exp(v) } E*, X+w+tE) =t+B(w, v)+ 12B(X } v, v).
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Il s’ensuit que
|
0E*
( f b expG) g (l ) d+0E*(l )
=|
V
|
t_V_k
( f b expG)(X+w+tE )
_(t+B(w, v)+ 12B(X } v, v)) dX dw dt dv
=|
t
|
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE)
_(t+B(w, v)+ 12B(x } v, v)) dt dw= dv dX. (45)
39.2.6. Soit X # V tel que det adXV {0. Nous allons comparer
l’inte grale
|
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE ) (t+B(w, v)+ 12B(X } v, w)) dt dw= dv (46)
avec la trace de l’ope rateur Tf (expTV (X )).
En premier lieu, on a l’e galite suivante
B(X } v+w, v+X&1 } w)=B(X } v, w)+2B(w, v)+B(w, X&1 } w).
Par suite, la formule (46) devient
(46)=|
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE)
_(t+ 12 B(X } v+w, v+X
&1 } w)& 12B(w, X
&1 } w)) dt dw= dv
=|det adXV |&1 |
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE )
_(t+ 12 B(v+w, X
&1 } (v+w))& 12B(w, X
&1 } w)) dt dw= dv.
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Soit Q$X la forme quadratique sur V de finie par Q$X (w)=B(w, X&1 } w)
dont la forme polaire est Q$X (v, w)=B(v, X&1 } w). On a
(46)=|det adXV |&1 |
V {|V_k ( f b expG1)(X+w&v+tE )
_(t& 12Q$X (w&v)) (
1
2Q$X (w)) dw= dv
=|det adXV |&1 |Q$X |&12 #(Q$X) |
V
( f b expG)(X+v+tE )
_(t& 12B(v, X
&1 } v)) dt dv.
Maintenant, on a besoin du re sultat suivant qui est du^ a Kirillov ([Ki2]).
Lemme. Pour tout X # V, v # V et t # k tels que X+v+tE # g= , on a
expG(X+v+tE)=expG(X) expG \1&exp(&X )X } v
+\t+12 B \v,
exp(X )&1&X
X2
} v++ E+ .
Il re sulte de ce lemme que
(46)=|
V_k
#(Q$X) |Q$X | &12 f \expG(X ) expG \(1&exp(&X )) } v
+\t+12 B \adX } v,
exp(X )&1&X
X
} v++ E++
_ \t&12 B(X } v, v)+ dv dt
=|
V_k
 \t&12 B(X } (1&exp(&X ))&1 } v, (1&exp(&X))&1 } v)
&
1
2
B \X } (1&exp(&X ))&1 } v, \exp(X )&1X &1+
_(1&exp(&X ))&1 } v++ #(Q$X) |Q$X |&12
_|det(1&exp(&X))V |&1 f (expG(X) expG(v+tE)) dv dt.
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D’autre part, par un calcul qui ne pre sente pas de difficulte , on obtient
B \X } (1&exp(&X))&1 } v, \exp(X )&1X &1+ (1&exp(&X ))&1 } v+
+B(X } (1&exp(&X ))&1 } v, (1&exp(&X))&1 } v)
=B(:Xv, v),
ou
:X =& 12 [(exp(X )&1)
&1&(exp(&X )&1)&1]
=& 12 (exp(X )&1)
&1 (exp(X )+1)
=aexp(X ) .
Donc
(46)=|
V_k
(t& 12Qexp(X )(v)) |det(1&exp(&X ))V |
&1 |Q$X | &12 #(Q$X)
_f (expG(X ) expG(v+tE )) dt dv.
39.2.7. Arrive a ce stade nous devons e tablir une relation entre les
invariants des formes quadratiques Qx et Q$log(x) , x # W.
On sait que
&4Q&x(v)=B \(&1+x) \1+x2 +
&1
} v, v+
=B \log(x) &1+xlog(x) \
1+x
2 +
&1
} v, v+ .
Posons
u=
&1+x
log(x) \
1+x
2 +
&1
.
Si =>0 est assez petit, u posse de une racine carre e qui commute avec
l’e le ment log(x) (a savoir u12=expGL(V )( 12 log u)). De plus, on a le re sultat
suivant.
Lemme. Avec les notations ci-dessus, on a
B(uv, w)=B(v, u } w),
pour tout v, w # V.
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De monstration. Comme B(log(x) } v, w)=&B(v, log(x) } w), pour tout
v, w # V, on a
B \&1+xlog(x) } v, w+=B \v,
1&x&1
log(x)
} w+ .
Par conse quent,
B(uv, w)=B \&1+xlog(x) \
1+x
2 +
&1
} v, w+
=B \\1+x2 +
&1
v,
1&x&1
log(x)
} w+
=B \v, \1+x
&1
2 +
&1
\1&x
&1
log(x) + } w+
=B \v, \1+x2 +
&1 &1+x
log(x)
} w+
=B(v, uw),
et ceci pour tout v, w # V. D’ou le re sultat. K
En utilisant le lemme ci-dessus, on a
B((u&1)n } v, w)=B(v, (u&1)n } w),
pour tout n # N. On en de duit que
B(log(u) } v, w)=B(v, log(u) } w),
par suite
B(exp( 12 log(u)) } v, w)=B(v, exp(
1
2 log(u)) } w) c’est-a -dire
B(u12 } v, w)=B(v, u12 } w).
Il en re sulte que
&4Q&x(v)=B(log(x) u } v, w)=B(log(x) u12 } v, u12 } v)
=Q$log(x) b log(x) b u12(v),
pour tout v # V, c’est-a -dire
&4Q&x=Q$log(x) b log(x) b u12.
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En particulier, les deux formes quadratiques &Q&x et Q$log(x) sont isomorphes.
En utilisant 9, on a
#(Q&x)=#(&Q$log(x))=#(Q$(log(x))).
D’autre part, si x est suffisamment proche de 1, on a
|det u12|=1 et
|4Q&x |&12=|Q$log(x) b log(x)|&12=|Q$log(x) |&12 |log(x)|&1,
ce qui signifie que
|Q$log(x) | &12=|4Q&x | &12 |log(x)|=|det axV |12 |det(1&x)V |
= |det(1&x)V |12.
39.2.8. Si X # V est tel que expG(X )=x, pour un choix convenable
de l’e le ment x^ dans T V repre sentant x, on a x^=expTV (X). De sormais on
peut supposer que det adXV {0. Compte tenu de ce qui pre ce de, on a
(46)=|
V_k
f (x(v, t)) (t& 12Qx(v)) |det(1&x)V |
&12 #(Q&x) dv dt.
Si bien que, d’apre s la formule 44,
tr(Tf (x^))={0(exp G(X )) |
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE)
_(t+B(w, v)+ 12B(X } v, v)) dt dw= dv.
On peut donc e noncer le re sultat suivant.
Proposition. Si V est suffisamment petit, on a
tr(Tf (exp G(X )))={0(exp G(x)) |
V {|V_k ( f b expG)(X+w+tE )
_(t+B(w, v)+ 12B(X } v, v)) dt dw= dv,
pour toute fonction f localement constante a support compact dans
(W } uG) & G= .
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39.2.9. Revenons a la de monstration du the ore me. D’apre s la
formule 43 et la proposition 39.2, pour tout f # C c (G) a support compact
dans W } uG, on a
tr({Sr, /?r, /( f dx))
=|
T(r, /)
tr({( y^)) tr(Tf ( y^)) dy
=|
t
tr({0 {(exp G(Y ))) |
V {|V_k ( f b expG)(Y+w+tE)
_(t+B(w, v)+ 12B(Y } v, v)) dt dw= dv dY,
ou dY est la mesure de Haar sur t correspondante a la mesure de Haar dy
sur T. Puisque {0(1, =)=&1 et {(1, =)=&Id, {0{ est une repre sentation
unitaire du groupe T(r, /). Comme elle est de dimension finie, il existe un
sous-groupe compact ouvert de T(r, /) tel que la restriction de {0{ a ce
sous-groupe soit Id. Ainsi, compte tenu de la formule 45, si W est assez
petit, on a
3E*, {( f dx)=dim { |
t
|
V {|V_k ( f b expG)(Y+w+tE )
_(t+B(w, v)+ 12 B(Y } v, v)) dt dw= dv dY
=dim { |
0E*
( f b expG dX ) g (l ) d+0E*(l),
pour tout f # C c (G) telle que son support soit contenu dans W }
uG, dX
e tant la mesure de Haar sur g correspondante a dx. La proposition 23.3
ache ve la de monstration du the ore me dans ce cas.
La de monstration au voisinage d ’un e le ment semi-simple
40. Nous remarquons que le the ore me 37 dans ce cas (situation du
nume ro 33.4) est une ge ne ralisation du the ore me 30. Nous reprenons les
notations du nume ro 39. Soit s un e le ment semi-simple dans G. Comme
nous voulons calculer 3E*, { sur un voisinage G-invariant de s, on peut
supposer sans restriction que s appartient a T. On pose
V1=[v # V tel que s } v=v] et V2=(I&s) } V.
Soit s2 une section analytique de p2 , l’application naturelle de T dans
TT(s). On note ‘ l’ensemble des fonctions (:1 b log ):2 :3 b 9$&1, ou
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:2 # C c (G(s)) est tel que G(s) :2( y) dy=1, :1 # C

c (V2) est tel que
V2 :1(v) dv=1 et :3 # C

c (TT(s)) est tel que TT(s) :3(x) dx=1, et ou
9$ : TT(s)_G(x)_V2  G
(x, y) [ s2(x) exp(v) y.
On munit V (resp. k) de la mesure autoduale dv (resp. dt) et T de la mesure
de Haar dy telle que dx=dy_dv_dt. Soit dz une mesure de Haar sur T(s)
et dZ la mesure de Haar sur t(s) qui lui correspond. On note dy* la forme
line aire positive dydz. Les espaces symplectiques Vi sont munis des
mesures autoduales di v, i=1, 2. Ainsi d1 y=dz_d1 v_dt est une mesure de
Haar sur G(s).
Soit ; # C c (G(s)=). Pour tout : # ‘ telle que le support de :2 soit assez
petit (de pendant de ;) on a
?E*, {(:; dx)=|
TT(s)
:3( y) |
V2_G(s)=
(:1 ;)(v, z)
_?E*, {(s2( y) exp(v) sz exp(&v) s2( y)&1) d1z d2v dy* .
On pose
s^=(s, ) # T(s)V et s^i=(s, i) # T(s)Vi, i=1, 2,
ou i (resp. ) est une fonction sur les lagrangiens de Vi (resp. V ), i=1, 2.
Soit U un voisinage ouvert de 1 dans T(s)= , =>0 assez petit, et
V=log(U). Pour tout ; # C c (U }
uG(s)), on a
?E*, {(:; dx)=|
TT(s)
:3( y) ?E*, {(s2( y)) {|V {((s expG(s)(X ))  )
J((s expT(s)(X ))  ) dx= ?E*, {(s2( y))&1 dy* ,
ou
(s expT(s)(X ))  = s^ expT(s)V (X )=(s expT(s)(X ), ,) # T(s)V,
J((s expT(s)(X ))  )=,,&11 ,
&1
2 J1((s expT(s)(X )) 1)
J2((s expT(s)(X )) 2),
(s expT(s)(X )) i = s^i expT(s)Vi(X )
=(s expT(s)(X ), , i) # T(s)Vi, i=1, 2,
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J1((s expT(s)(X)) 1 ) e tant l’ope rateur
|
V1_k
;(expT(s)(X) exp(Y+tE))
_S 1E*((s expT(s)(X)) 1 ) ?
1
E*(exp(Y+tE)) d1Y dt,
et J2((s expT(s)(X)) 2 ) de signant l’ope rateur
S 2E*((s expT(s)(X)) 2 )
_|
V2
:1(v) ?2E*(exp((s expT(s)(X))
&1 v) exp(&v)) d2v.
L’ope ration de T(s) sur V1 (resp. V2) induit une action de T(s)V2 (resp.
T(s)V1) dans V1 (resp. V2). Par conse quent, l’extension me taplectique de
(T(s)V2)V1 associe e a l’action de T(s)V2 sur V1 et l’extension me taplectique
de (T(s)V1)V2 associe e a l’action de T(s)V1 sur V2 sont bien de finies et elles
sont isomorphes. On pose
{1(x, ,2 , ,1)=,(l) ,1(l1)&1 ,2(l2)&1 {(x, ,) (47)
pour tout (x, ,2 , ,1) # (T(s)V2)V1. On a le re sultat suivant qui est une
conse quence imme diate du ([Du2], lemme 9 p. 170).
Lemme. Les notations sont celles ci-dessus. La formule 47 de finit une
repre sentation unitaire irre ductible du groupe (T(s)V2)V1, de plus on a
{(1, 1, &1)=&Id.
En utilisant la proposition 30.3, on a
|
V
{((s expT(s)(X))  )J((s expT(s)(X))  ) dX
=|
V
{((s expT(s)(X))  ),,&11 ,
&1
2 J1((s expT(s)(X)) 1 )J2(( s^)2) dX.
Comme on peut e crire (s expT(s)(X), ,2 , ,1)=(s, 2 , 1) exp(TV2)V1(X), on a
tr \|V {((s expT(s)(X))  )J((s expT(s)(X))  ) dX+
=tr(J2(s^2)) tr \|V tr({1((s, 2 , 1))) J1( s^1 expT(s)V1(X)) dX+ .
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En appliquant les re sultats de la section pre ce dente, l’ope rateur
|
V
J1(s^1 expT(s)V1(X )) dX
est a trace et l’on a
tr \|V {((s expT(s)(X ))  )J((s expT(s)(X ))  ) dX+
=tr(J2( s^2)) tr({1(s, 2 , 1)) 1(l1) |
0
(; b expG(s) d1 Y) g(s) (l ) d+0(l ),
ou 0=G(s) } E*|g(s) et d1Y est la mesure de Haar sur g(s) qui correspond
a d1 y. Il re sulte de la proposition 29.3.3 que
tr(?E*, {(:; dx))
=,E*, {, s(E*) |det(s&1&1) (1&s)(gg(E*)) | &12
_|
0
(; b expG(s) d1Y ) g(s) (l ) d+0(l ) |
TT(s)
:3(x) dx
=,E*, {, s(E*) |det(s&1&1) (1&s)(gg(E*)) | &12
_|
0
(; b expG(s) d1Y ) g(s) (l ) d+0(l ).
On en conclut que
%E*, {, s(;d1 y)=,E*, {, s(E*) |det(s&1&1) (1&s) gg(E*) |&12
_|
0
(; b expG(s) d1Y ) g(s) (l ) d+0(l ),
pour toute ; # C c (U } H1).
Comme 0=0E* & g*(s), la proposition 23.3 termine la de monstration
du the ore me dans ce cas.
La de monstration du the ore me 37 dans le cas du nume ro 33.5
41. On reprend les notations du nume ro 37. On suppose que l’e le ment
semi-simple s est l’e le ment neutre du groupe G.
Proposition. Si le the ore me 37 est vrai pour (G1 , g1 , {1), alors il est
vrai pour (G, g, {).
La de monstration de cette proposition est classique et elle est identique
a celle du cas re el (voir par exemple [Kh1]).
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Remarque. Comme conse quence de ce qui pre ce de et des re sultats du
nume ro 39, sous les hypothe ses du the ore me 37, la repre sentation ?g, { est
admissible et on a la formule 41.
La de monstration au voisinage d ’un e le ment semi-simple
42. Nous allons e tablir un re sultat pre liminaire. Les notations sont
celles des nume ros 33.5, 34 et 36. On suppose que s # H et que
0h & h*(s){<. On note aussi s l’image naturelle de s dans G1 . Alors, on
dispose d’une fonction ,g1 , {1 , s sur 0g1 & g1*(s)=0h & h*(s). Rappelons
que l’orbite 0h , qui est contenue dans u==g*1 , s’identifie naturellement a
l’orbite 0g1 .
Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a
,g, {, s(l )=,g1 , {1 , s(q(l )g1),
pour tout l # H } g & g*(s).
De monstration. Pour simplifier les notations, on suppose que s fixe la
forme line aire g. Nous allons de montrer la proposition pre ce dente au
point g. En utilisant le lemme 27, on peut e crire (I&s)(g1 g1(g1))=(I&s)
(hh(h))=W$1 W$2 , W$1 et W$2 e tant des sous-espaces symplectiques, tels
que W$1 contienne un lagrangien l $1 stable sous l’action de s et W$2
contienne un lagrangien l $2 tel que l $2 & s } l $2=0. De signons par Qs, l $2 la
forme quadratique sur (I&s&1)&1 } l $2 de finie par
Qs, l $2(v)=(h, [(s
&1&1) v, v]) , pour tout v # (s&1&1)&1 l $2 .
Enfin, soit l $0 un lagrangien de (hh(h))(s)=(g1 g1(g1))(s). Alors
,g1 , {1 , s(g1)=tr({1(s, )) (l $0+l $1+l $2) #(Qs, l $2).
Soit Z un supple mentaire s-invariant de (u+g(g))g(g) dans hg(g). On
ve rifie que Z est un sous-espace symplectique de gg(g) et que l’application
Z  hh(h)
x mod g(g) [ x mod h(h)
est un isomorphisme. Alors gg(g)=ZZ= et (u+g(g))g(g) est un
lagrangien de Z= s-invariant. Il en re sulte que (I&s) gg(g)=(I&s) Z
(I&s) Z= et que (I&s)(u+g(g))g(g) est un lagrangien s-invariant de
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(I&s) Z=. D’autre part (I&s) Z&W$1 W$2 . Donc (I&s) gg(g)=W$2 
W$1  (I&s) Z=. On peut donc prendre W1=W$1  (I&s) Z= et W2=
W$2 . En utilisant les proprie te s de {1 (voir le nume ro 33.5), on a
{(s, .) .(l0+l1+l2+u) #(Qs, l2)={1(s, ) (l $0+l $1+l $2) #(Qs, l $2).
D’ou le re sultat. K
43. Les notations sont celles des nume ros 33.5 et 36.
Proposition. Si le The ore me 37 est vrai pour (G1 , g1 , {1), alors il est
vrai pour (G, g, {).
Dans la suite, nous allons de montrer cette proposition.
43.1. Fixons s # G, un e le ment semi-simple. Conside rons l’application
 : G_G(s) G(s)=  G
[x, y] [ xsyx&1.
On sait que pour =>0 petit,  est un diffe omorphisme sur son image, note
W(s, =). De plus, l’ouvert W(s, =) est un voisinage G-semi-simple de s dans
G. Soit . # C c (W(s, =)). L’ope rateur ?g, {(. dx) est un ope rateur a noyau
donne par
K.(x, y)=
1
2G(x) |H 2H, G(m)
&12 .(xmy&1)(?g1 , {1 b p1)(m) dm,
ou p1 de signe la projection naturelle de H dans G1 (voir [Be], prop. 2.3.2,
p. 100).
En appliquant le the ore me de Mercer, on a:
3g, {(. dx)=|
GH
tr(K.(x, x)) dx* ,
ou dx* =dxdm.
43.2. Dans ce nume ro on suppose que s n’appartient pas a G(v) pour
tout v dans G } u. Pour chaque e le ment x de G on note .x la fonction sur
H de finie par
.x(m)=.(xmx&1), pour tout m # H.
Alors on a le re sultat suivant.
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Lemme. Avec les notations ci-dessus, si =>0 est assez petit, on a, pour
tout x # G,
.x=0.
De monstration. Soit x # G et soit m # H tels que .x(m){0. Donc
xmx&1 # supp ., par suite m # W(s, =) & H. On en de duit qu’il existe x$ # G
et y # G(s)= tels que x$syx$&1 # H, si bien que sy # x$&1G(u) x$=G(x$&1u).
Posons v=x$&1u. Nous allons montrer que s # G(v).
Pour =>0, on pose
G==[ y # G tel que sup
* # spec(Ad*y|u*)
|*&1|=].
Alors G= est un voisinage G-semi-simple contenant 1 dans G. Il en re sulte
qu’il existe =$>0 tel que G=$ soit contenu dans G= & G= . Soit 0<=0<1 tel
que
=0< inf
* # spec(Ad*s|u*)&[1] }
1
*
&1 },
et soit =>0 tel que G(s)= /G(s)=0 & (G(s))
=0, ou (G(s))=0=G(s) & G=0.
E crivons u*=* # spec(Ad*s|u*) u** . Comme s et y commutent, u** est stable
sous l’action de Ad*(sy) et de Ad*y, pour tout * # spec(Ad*s). Soient
* # spec(Ad*s |u*) et w # u** , w{0 tels que Ad*(sy) w=w. Alors
Ad*y } w=1*w i.e. 1* est une valeur propre de Ad*y |u* . Comme
y # G(s)= , on a |1*&1|<=0 . Vu l’hypothe se faite sur =0 , on en de duit que
*=1. E crivons v=* v* , v* # u** . Alors * (Ad*(sy) v*&v*)=0. On
obtient Ad*(sy) v*=v* , pour tout *. On voit donc, qu’e tant donne
* # spec(Ad*s |u*), soit v* est un vecteur propre de Ad*(sy) |u* pour la
valeur propre 1, soit v*=0. On en conclut que Ad*s } v=v et ceci contredit
l’hypothe se. K
Il re sulte de ce qui pre ce de que
3g, {(. dx)=0.
D’autre part, vu l’hypothe se, on a
0g & g*(s)=<.
En effet, si ce n’e tait pas le cas, on pourrait exhiber un e le ment x # G tel
que x } g # g*(s). Alors x&1sx } u=u et par suite s # G(v), ou v=x } u et ceci
contredit l’hypothe se. Ceci de montre la proposition 43 dans le cas envisage .
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43.3. Dans cette partie on suppose qu’il existe v dans G } u tel que s
appartienne a G(v). Vu que la fonction ge ne ralise e 3g, { est G-invariante, on
peut supposer que s # G(u).
43.3.1. Description de Gs & H et de H & WG(s, =). Conside rons
l’ensemble
Gs & H=[xsx&1, x # G] & H.
H ope re de manie re naturelle dans Gs & H par h V (xsx&1)=hxsx&1h&1,
pour tout h # H et xsx&1 # Gs & H.
Lemme. Avec les notations ci-dessus, les orbites de H dans Gs & H sont
en nombre fini.
De monstration. de coule de [Ri] et [Bo-Se]. K
Conside rons maintenant l’ensemble
Gs, H=[x # G tel que x&1sx # H].
Alors Gs, H est une sous-varie te ferme e de G. On peut donc de finir une
application analytique ’ de Gs, H a valeurs dans G, en posant,
’(x)=x&1sx, pour tout x # Gs, H .
Notons que G(s)_H ope re a gauche dans Gs, H par (x, h) V y=xyh&1.
Prolongeons l’action naturelle de H dans Gs & H en une action de G(s)_H
qui soit triviale sur G(s)_[1]. Alors, l’application ’ est G(s)_H-e quivariante.
Elle induit donc une application
’ : G(s)"Gs, HH  H"(Gs & H)
G(s) gH [ H V (x&1sx)=[hx&1sxh&1, h # H].
Cette application est une bijection.
Remarque. On peut conside rer la sous-varie te de G, contenue dans
Gs, H ,
Gs, G(g)=[x # G tel que x&1sx # G(g)].
Alors Gs, G(g) est invariante par l’action du sous-groupe G(s)_G(g) de
G(s)_H.
Fixons x1=1, x2 , ..., xn # G tels que
Gs & H= ’
n
i=1
H V x&1i sx i et Gs, H= ’
n
i=1
G(s) x iH.
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Pour chaque i # [1, 2, ..., n], on pose si=x&1i sx i et l’on conside re les
ensembles WH(si , =) qui sont des ouverts pour =>0 assez petit.
Proposition. Avec les notations ci-dessus et pour =>0 assez petit, on a
WG(s, =) & H= ’
n
i=1
WH(s i , =).
De monstration. Soit x # G et y # G(s)= tels que xsyx&1 # H=G(u).
Alors sy # x&1G(u) x=G(x&1 } u). En suivant la de monstration du
lemme 43.2, on voit que s # G(x&1u). Donc il existe i # [1, 2, ..., n] tel que
xsx&1 # H V (x&1i sxi)=H V si . Par suite il existe y$ # H tel que
y$xsx&1y$&1=si . Comme xsyx&1 # WG(s, =) & H et ( y$xsx&1y$&1)
( y$xyx&1y$&1) # H, on a y$xyx&1y$&1 # G(si)= & H=H(si)= . On en de duit
que xsyx&1 # WH(s i , =), si bien que WG(s, =) & H/ni=1 WH(si , =). Certai-
nement ni=1 WH(s i , =) est contenu dans WG(s, =) & H et la proposition est
de montre e. K
43.3.2. Description de 0g & g*(s) en terme des 0 h & g*(si). On
pose
0 h=H } g.
Pour chaque i # [1, 2, ..., n], on conside re la projection
pi : g*(si)  h*(si)
f [ f |h(si) .
On a pi (0 h & g*(si))=0h & h*(si), ou 0h=H } h, h e tant la restriction de
g a h. En effet, si si fixe un point de 0h (on peut supposer que si fixe h),
en prenant un supple mentaire t, si -invariant, de h dans g, on de finit une
forme line aire h , en posant,
h ={h0
sur h
sur t
.
Alors h est un e le ment de 0 h , car exp(u) g= g+h=. De plus, si fixe h .
D’autre part, on conside re la sous-varie te de H
Hsi , G(g)=[ y # H tel que y
&1si y # G(g)].
Le groupe H(si)_G(g) ope re a gauche sur Hsi , G(g) par (h, x) V y=hyx
&1.
De plus, le cardinal de l’ensemble de doubles classes
H(s i)"Hsi , G(g) G(g)
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est fini et l’on a
0 h & g*(si)= ’
y # H(si)"Hsi , G(g) G(g)
H(si) y } h .
On pose
J=[i # [1, 2, ..., n]0 h & g*(si){<].
Alors 0g & g*(s){< si et seulement si J{<. En effet, on a
0g & g*(s)=G } 0 h & g*(s).
Soit x # G tel que x } 0 h & g*(s){<, alors il existe y # H tel que xy # Gs, H
et par suite x # Gs, H . Il en re sulte que
0g & g*(s)=\’
n
i=1
G(s) si 0 h +& g*(s)= ’
n
i=1
G(s) xi (0 h & g*(si)).
Enfin, on note les me^mes lettres si , i=1, 2, ..., n, les images de si dans G1 .
43.3.3. Rappelons que l’ope rateur ?g, {(. dx) est un ope rateur a
noyau donne par
K.(x, y)=
1
2G(x) |H 2H, G(m)
&12 .(xmy&1)(?g1, {1 b p1)(m) dm.
En utilisant la proposition 43.3.1, on a
|
H
2H, G(m)&12 .x(m)(?g1, {1 b p1)(m) dm
= :
n
i=1
|
H
2H, G(m)&12 .x(m) 1WH (si , =)(m)(?g1, {1 b p1)(m) dm. (48)
D’autre part
|
H
2H, G(m)&12 (.x 1WH (si , =))(m)(?g1, {1 b p)(m) dm
=|
HQ {|Q (.x 1WH (si , =))(my) dy= 2H, G(m* )&12 ?g1, {1(m* ) dm* ,
(49)
ou dm=dm* dy.
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On pose
.x1WH (si , =) (m* )=|
Q
(.x1WH (si , =))(my) dy. (50)
On remarquera que le support de .x1WH (si , =) est contenu dans la projection
de WH(si , =) sur G1 , qui n’est autre que WG1(si , =).
Soit 3g1, {1 la fonction ge ne ralise e G1 -invariante sur G1 , de finie par
3g1, {1( dm* )=tr(?g1, {1( dm* )), \ # C

c (G1). (51)
les formules 48, 49, 50, et 51 permettent d’avoir,
3g, {(. dx)=|
GH
1
2G(x)
:
n
i=1
3g1, {1((2H, G)
&12 .x1WH (si , =) dm* ) dx* .
(52)
43.3.4. On suppose que s ne fixe aucun point de 0g . En utilisant les
re sultats de la section 43.3.2, on a
0g1 & g1*(si)=0h & h*(si)=<, \i=1, 2, ..., n.
Par hypothe se, le the ore me 37 est vrai pour (G1 , g1 , {1), alors 3g1, {1=0
sur WG1(s i , =), \i=1, 2, ..., n. On en de duit, de la formule 52, que 3g, {=0
sur WG(s, =). D’ou la proposition dans ce cas.
43.3.5. On suppose que 0g & g*(s){<. On peut supposer que s
fixe g. En appliquant le the ore me 23.2 a la fonction ge ne ralise e 3g1, {1 , pour
chaque i # J, on a
3g1, {1(2
&12
H, G .
x1WH (si , =) dm* )
=|
G1 G1(si)
1
2G1(m)
|
G1(si)=
%g1, {1, si ( y) 2
&12
H, G (s i y)
_.x1WH (si , =) (ms i ym
&1) |det(I&(si y)&1) (I&si) g1 | dy dm*
=2&12H, G (si) |det(I&s
&1
i )(I&si) g1 | |
G1 G1(si)
1
2G1(m)
_|
G1(si)=
%g1, {1, si ( y) .
x1WH (si , =) (msi ym
&1) dy dm* ,
pour =>0 assez petit.
328 KHEMAIS MAKTOUF
On pose, pour chaque i # J,
C(si)=2&12H, G (si) |det(I&s
&1
i ) (I&si) g1 |
et
(.x1WH (si , =) )
m
si
( y)=.x 1WH (si , =) (ms i ym
&1), m # G1 et y # G1(si)= .
Avec ces notations, on a
3g1, {1(2
&12
H, G .
x1WH (si , =) dm* )
=C(si) |
G1 G1(si)
1
2G1(m) {|G1(si)= %g1, {1, si ( y)(.
x1WH (si , =) )
m
si
( y) dy= dm* .
(53)
Dans la suite, on identifie 0h & h*(si) et 0g1 & g1*(si), pour tout i # J.
Par hypothe se, le the ore me 37 est vrai pour (G1 , g1 , {1), on a
|
G1(si)=
%g1, {1, si ( y)(.
x1WH (si , =) )
m
si
( y) dy
=|
0h & h*(si)
((.x1WH (si , =) )
m
si
b expG1) g1(si) (l ) ,g1, {1, si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(g1 g1(l )) |
&12 d+0h & h*(si)(l ), (54)
E valuons
((.x1WH (si , =) )
m
si
b expG1) g1(si) (l ).
Si pour m # H on de signe e galement par m son image dans G1 , on a
((.x1WH (si , =) )
m
si
b expG1) g1(si) (l )
=|
g1(si)
.x1WH (si , =) (ms i expG1(X ) m
&1) ((l, X) ) dX
=|
g1(si) {|q (.
x1WH (si , =))(ms i expG(X) m
&1 expG(Y )) dY=
_((l, X) ) dX
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=|det mq | |
h(si)q(si) {|q (.
x1WH (si , =))
} (msi expG(X ) expG(Y) m&1) dY= ((l, X) ) dX
=|det mq | |
h(si)q(si) _|(I&si) q {|q(si) (.
x1WH (si , =))(msi expG(X )
_exp(Y1) exp(Y2) m&1) dY1= dY2& ((l, X) ) dX.
Soit Z # (I&si) q. Alors, pour tout X # h(si), on a
exp(Z) s i expG(X ) exp(&Z)=s i expG(X ) exp(((s i expG(X ))&1&1) Z),
et si =>0 est assez petit, (si expG(X ))&1&1 est un automorphisme du
k-espace vectoriel (I&si) q, de plus
|det((s i expG(X ))&1&1) (I&si) q |=|det(s
&1
i &1)(I&si) q |=B(si).
Il en re sulte que, pour =>0 assez petit,
((.x1WH (si , =) )
m
si
b expG1) g1(si) (l )
=B(si) |det mq | |
h(si)q(si)
|
(I&si) q {|q(si) (.
x1WH (si , =))(m exp(Y2) s i
_expG(X ) exp(Y1) exp(&Y2) m&1) dY1= dY2 ((l, X) ) dX
=B(si) |det mq | |
(I&si) q
|
h(si)
(.x1WH (si , =))(m exp(Y2) s i
_expG(X ) exp(&Y2) m&1) ((l, X) ) dX dY2
et donc
((.x 1WH (si , =))
m
si
b expG1) g1(si) (l )
=B(s i) |det mq | |
(I&si) q
(.xm exp(Y2)si b expG) h(si) (l ) dY2 , (55)
ou l’on a note .xmsi la fonction sur G de finie par
.xmsi ( y)=.(xmsi y(xm)
&1), pour tout y # G.
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Pour chaque G1(s i)-orbite O dans 0h & h*(si), on de finit une fonction 
sur H(si) Q, en posant,
( y)=
1
2H(si) Q( y)
|
O
((.x)mysi b expG) h(si) (l ) d+O(l), \y # H(si) Q.
Alors
( yz)=
2H(si)(z)
2H(si) Q(z)
( y), pour tout z # H(si) et y # H(si) Q.
En effet, on a
( yz)=
1
2H(si) Q( yz)
|
O
((.x)myzsi b expG) h(si) (l ) d+O(l ),
et
((.x)myzsi b expG) h(si) (l )=|h(si) (.
x)mysi (z expG(X ) z
&1) ((l, X) ) dX
=|det zh(si) |
&1 ((.x)mysi b expG) h(si) (Ad*z(l )).
Donc
( yz)=
2H(si)(z)
2H(si) Q(z)
1
2H(si) Q( y)
|
O
((.x)mysi b expG) h(si) (Ad*z(l )) d+O(l ).
Comme la mesure d+O est G1(si)-invariante, on a le re sultat. D’autre part,
on a
H(si) QH(si)&QQ(si)& (I&s i) q.
On en de duit que
|
(I&si) q
|
O
(.xm exp(Y2)si b expG) h(si) (l ) d+O(l) dY2
=|
H(si) QH(si)
1
2H(si) Q( y)
|
O
((.)xmysi b expG) h(si) (l) d+O(l ) dy* .
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Par conse quent et compte tenu de 53, 54, et 55, on a
3g1 , {1(2
&12
H, G .
x1WH (si , =) dm* )
=|
G1 G1(si)
1
2G1(m)
|det mq | C(si) B(si) |
H(si) QH(si)
1
2H(si) Q( y)
_|
0h & h*(si)
(.xmysi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(g1g1(l )) |
&12 d+0h & h*(si)(l ) dy* dm*
On en de duit que
3g1 , {1(2
&12
H, G .
x1WH (si , =) dm* )
=|
HH(si) Q
1
2H(m)
C(s i) B(si) |
H(si) QH(si)
1
2H(si) Q( y)
_|
0h & h*(si)
(.xmysi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(g1 g1(l)) |
&12 d+0h & h*(si)(l ) dy* dm*
=C(si) B(s i) |
HH(si)
1
2H(m)
_|
0h & h*(si)
(.xmsi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(g1 g1(l)) |
&12 d+0h & h*(si)(l ) dm* .
En utilisant ce qui pre ce de et la formule 52, on a
3g, {(. dx)
=|
GH
1
2G(x)
:
n
i=1
C(si) B(si) |
HH(si)
1
2H(m)
_|
0h & h*(si)
(.xmsi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(hh(l )) |
&12 d+0h & h*(si)(l) dm* dx*
= :
n
i=1
C(si) B(s i) |
GH(si)
1
2G(x)
_|
0h & h*(si)
(.xsi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(hh(l )) |
&12 d+0h & h*(si)(l) dx*
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= :
n
i=1
C(si) B(s i) |
GG(si)
1
2G(x) |G(si)H(si)
1
2G(si)(m)
_|
0h & h*(si)
(.xmsi b expG) h(si) (l ) ,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(hh(l )) |
&12 d+0h & h*(si)(l) dm* dx* .
D’ou
3g, {(. dx)
= :
n
i=1
C(si) B(si) |
GG(si)
1
2G(x)
_|
G(si)H(si)
|
0h & h*(si)
|
(h(si))
=
g(si)
(.xsi b expG) g(si) (Ad*m } (l+l $)) dl $,g1 , {1 , si (l )
_|det(1&s&1i )(1&si)(hh(l)) |
&12 d+0h & h*(si)(l ) dm* dx* .
Dans la suite, on a besoin du re sultat suivant.
Lemme. Pour tout i # J, on a
C(si) B(si) |det(1&s&1i ) (1&si)(hh(q(l ))) |
&12
=|det(1&s&1i ) (1&si) g | |det(1&s
&1
i ) (1&si)(gg(l )) |
&12
pour tout l # 0 h & g*(si).
De monstration. Les deux espaces gh et (u+g(l ))g(l ) sont en dualite
par ;l , plus pre cise ment
gh_(u+g(l ))g(l )  k
(X , Y ) [ (l, [X, Y])
est une forme biline aire non de ge ne re e, si -invariante.
Donc
|det sigh |&12=|det si(u+g(l ))g(l ) |12
|det(I&s&1i ) (I&si) gh |
&12=|det(I&s i) (I&si)(u+g(l ))g(l ) |
&12.
Le reste est un calcul facile. K
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En utilisant la proposition 42, la proposition 34 et le lemme ci-dessus,
on a
3g, {(. dx)
= :
n
i=1
|det(1&s&1i ) (1&si) g | |
GG(si)
1
2G(x)
_|
G(si) } (0 h & g*(si))
,g, {, si (l )(.
x
si
b expG) g(si) (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(gg(l )) |
&12 d+G(si) } (0 h & g*(si))(l ) dx* .
Pour chaque i # J, on conside re l’application
:i : GG(s)  GG(si)
xG(s) [ x&1i xx iG(s i).
Alors, :i est un diffe omorphisme de GG(s) sur GG(si), de plus elle envoie
une ‘‘mesure’’ G-invariante sur GG(s) en une ‘‘mesure’’ G-invariante sur
GG(si). Sa diffe rentielle est l’application suivante
DG(s) :i : gg(s)  gg(si)
X [ x&1i X,
qui est un isomorphisme.
Soit (e1 , ..., ep) une base de g modulo g(s), que l’on comple te par
(ep+1 , ..., en) tel que la famille (e1 , ..., ep , ep+1 , ..., en) soit une base
univolumique de g et que (ep+1 , ..., en) soit une base univolumique de g(s).
Soit ( f1 , ..., fp) une base de g modulo g(si), on la comple te par un syste me
de vecteurs ( fp+1 , ..., fn) tel que ( f1 , ..., fp , fp+1 , ..., fn) soit une base
univolumique de g et que ( fp+1 , ..., fn) soit une base univolumique de g(s i).
On note
Adx&1i : g  g
X [ x&1i X.
La matrice de Adx&1i dans ces bases est de la forme
Adx&1i =\AB
0
C+ ,
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ou A est la matrice de DG(s):i et C est la matrice de l’isomorphisme
D$i : g(s)  g(si)
X [ x&1i X.
Il est clair que
|D$i | |DG(s) :i |=|det x&1i g|.
D’autre part, on a
(V)=|
GG(si)
1
2G(x) |G(si) } (0 h & g*(si)) (.
x
si
b expG) g(si) (l ) ,g, {, si (l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(gg(l )) |
&12 d+G(si) } (0 h & g*(si))(l ) dx*
=|DG(s):i | |
GG(s)
1
2G(x)
_|
G(si) } (0 h & g*(si))
(.xi
&1xxi
si
b expG) g(si) (l ) ,g, {, si (l ) d+G(si) } (0 h & g*(si))(l ) dx* .
De plus,
(.xi
&1xxi
si
b expG) g(si) (l )
=|
g(si)
.(x&1i xsxi expG(X ) x
&1
i x
&1xi) ((l, X) ) dX
=|
g(si)
.xi
&1x
s (expG(x iX )) ((l, X) ) dX
=|D$i | |
g(s)
.xi
&1x
s (expG(X )) ((l, Ad*x
&1
i X) ) dX
=|D$i | (.xi
&1x
s b expG) g(s) (Ad*x i l).
Alors l’expression (V) devient,
(V)=|det x&1ig | |
GG(s)
1
2G(x)
_|
G(si) } (0 h & g*(si))
(.xi
&1x
s b expG) g(s) (Ad*xi l )
_,g, {, si (l ) |det(1&s
&1
i ) (1&si)(gg(l )) |
&12 d+G(si) } (0 h & g*(si))(l ) dx*
=|
GG(s)
1
2G(x) |G(si) } (0 h & g*(si)) (.
x
s b expG) g(s) (Ad*xi l ) ,g, {, si (l)
_|det(1&s&1i ) (1&si)(gg(l )) |
&12 d+G(si) } (0 h & g*(si))(l ) dx* .
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On conside re l’application
$sii : G(s i) } (0 h & g*(si))  G(s) } (xi 0 h & g*(s))
l [ Ad*xi } l.
Cette application est un diffe omorphisme. De plus, pour chaque G(si)-
orbite O de l’ensemble G(si) } (0 h & g*(si)), on choisit un e le ment l0 . On
identifie naturellement O avec G(si)G(si)(l0). Alors Ad*xi } O, qui est une
G(s)-orbite dans G(s) } (xi 0 h & g*(s)), s’identifie avec G(s)G(s)(Ad*xi } l0)
et la restriction de $sii a O s’identifie au diffe omorphisme, note aussi $
si
i ,
G(si)G(si)(l0)  G(s)G(s)(Ad*x i } l0)
xG(si)(l0) [ xixx&1i G(s)(Ad*xi } l0).
Sa diffe rentielle est l’application
DG(si)(l0)$
si
i : g(s i)g(s i)(l0)  g(s)g(s)(Ad*x i } l0)
X [ Adxi } X.
De plus, on voit que l’image d’une base symplectique de g(s i)g(s i)(l0) par
DG(si)(l0)$
si
i est une base symplectique de g(s)g(s)(Ad*xi } l0).
Donc
(V)=|
GG(s)
1
2G(x)
_|
G(s) } (xi 0 h & g*(s))
(.xs b expG) g(s) (l ) ,g, {, si (Ad*x
&1
i } l )
_|det(1&s&1i ) (1&si)(gg(Ad*xi&1 } l )) |
&12 d+G(s) } (xi 0 h & g*(s))(l ) dx* .
Par conse quent
3g, {(. dx)= :
n
i=1
|det(1&s&1i ) (1&si) g | |
GG(s)
1
2G(x) |G(s) } (xi 0 h & g*(s))
_(.xs b expG) g(s) (l) |det(1&s
&1
i ) (1&si)(gg(Ad*xi
&1 } l )) |
&12
_,g, {, si (Ad*x
&1
i } l ) d+G(s) } (xi 0 h & g(s))(l ) dx* .
Comme
,g, {, si (Ad*x
&1
i } l )=,xi } g, xi{, s(l ), pour tout l # G(s) } (xi 0 h & g*(s)),
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on a
3g, {(. dx)= :
n
i=1
|det(1&s&1) (1&s) g| |
GG(s)
1
2G(x)
_|
G(s) } (xi 0 h & g*(s))
(.xs b expG) g(s) (l )
_|det(1&s&1i )(1&si)(gg(Ad*xi&1 } l )) |
&12
_,xi } g, xi{, s(Ad*x
&1
i } l ) d+G(s) } (xi 0 h & g*(s))(l ) dx*
=|
GG(s)
1
2G(x)
|det(1&s&1)(1&s) g | |
0g & g*(s)
(.xs b expG) g(s) (l )
_|det(1&s&1) (1&s)(gg(l )) | &12 ,g, {, s(l ) d+0g & g*(s)(l ) dx* .
Cela ache ve la de monstration du the ore me dans ce cas conside re .
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